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本书是曲线和曲面局部微分几何学和整体微分几何学的一本引论。它的叙述方法与传统方 
式有如下 不同： 较广泛地应用了线性代数的基本 知识； 在一定程度上强调了基本的几何事实， 
并不把重点放在方法技巧或机遇性的细节上。 

本书力求使每一章都能围绕着一个简单并且基本的思想而建立起来。第2章是围绕 R 3 中 
正则曲面的概念展 开的； 当这个概念适当地展开时，就有可能成为微分流形最好的模型。第3 
章建立在 Gauss 的法线映照上，其中包括了7中曲面局部几何学的大量内容。第4章以协变 
导数的概念为中心，统一了曲面的内蕴几 何学； 我们的目的仍然是使读者对 Riemarm 几何中 
联络这一基本概念作好准备。最后在第5章中，我们用弧长的第一变分和第二变分导岀了曲面 
的某些整体性质。在结束第5章之前 （5. 10) 我们说明，曲面论的问题以及第2、4章中所得的- 
经验是如何自然地导致微分流形与 Riemarm 度量的。 

为适当保持抽象概念和具体事实的均衡，我们给出了大量具详细计算的例子，并且适当地 
补充了习题。经典微分几何中的一些具体材料，则在这些习题中得到体现。打星号的习题则在 
本书末附有提示式答案。 

阅读本书必须有线性代数和微积分的知识。对于线性代数，仅仅需要一些最基本的概念， 
有关的大学标准教程就完全够用了。至于微积分，则希望对多元微积分（包括隐函数存在定理 
的叙述）有一定程度的熟悉。为了方便读者，我们把参考资料仅限于 R . C . Buck 所著，1965年 

在纽约由 McGraw-Hill 出版的 Advanced Calculus — ^ 书（引用时记为 Buck , Advanced 

Calculus) Q 微分方程的知识是有用的，但我们并不要求事先具备。 

本书是从用葡萄牙语出版的一本书及一套讲义意译出来的，并且添加了材料。要不是 
Blaine Lawson 的热忱和大力协助，本书不会译成英语。译文的大部分是由 Leny Cavalcante 完 
成的。我还要感谢 IMPA Q * 我的同事和学生对本书作的评注和支持。特别应提到 ， Elon Lima 
阅读了葡萄牙语版的部分内容，并提出了宝贵的意见。 
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关于使用本书的一些说明 

书中内容的编排意图，是使本书能用于多种类型的微分几何课程。每章开头都有一个引 
言，说明该章所含的材料以及这些材料以后在书中有什么用处。为了方便读者，我们用脚注指 

出初次阅读时可略去的章节（或其中的部分内容）。 

虽然本书有足够的材料可用于全学年的教程（或专题课程），但我们还是试图使这本书能适 

用于为具有一定线性代数和高等微积分知识的大学生而初次吁设的微分几何课程。 

对于一个季度的短期课程 （10 周），建议选用下列材料：、1 章： i .2，1.3, 1.4， 1.5 以 
及 1.7 中的一个专题^2周。第2 章： 2.2 与 2.3( 略去证明）， 2. 4与 2. 5~—3周。第3 章： 
3.2 与3.3^^2周。第4 章： 4,2( 略去共形映照及习题4，13〜18，20)， 4.3( 只到 Gauss 绝 
妙的定理），4_4(只到命题 4 ;略去习题12，13，16，18〜21)， 4 . 5( 只到局部的 Gauss-Bonnet 

定理； 包括应用 （ b ) 与 （ f ))——3 周。 

上面的10周计划在时间安排上是有点偏紧的。较为宽裕的另一种安排是对头三章可再多 
花一些时间，然后在课程的最后一周，就测地线、 Gauss 绝妙的定理以及 Gauss - Bormg 定理 
(这时测地线可定义为其密切平面包含曲面法线的曲线）等内容作一些概述性的讲解。 

在一学期的教程中，第一种安排的内容可教得更从容些，讲授者有可能加入一些其他材料 
‘(例如5_ 2与 5* 10( 部分），或者是4.6，5,3及5,4)。 

还请注意的是习题上的星号既不表示这道习题过于容易，也不表示这道习题比较困难，它 
仅说明在书后附有解答或提示。 
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^ 第 1 章曲 线 

1.1 引言 

曲线和曲面的微分几何包括两个方面.其中一个方面是随着微积分的出现而开始的，这部 
分可以称为经典微分几何.粗略地说，经典微分几何是研究曲线和曲面的局部性质的.所谓局 
部性质，指的是仅取决于曲线或曲面在一点邻近的行为的那些性质.适合于研究 k 种性质的方 
法是微分学的方法.由于这一点，在微分几何中考虑的曲线和曲面将由一定阶数的可微函数来 
定义. 

另一方面是称为整体微分几何的那部分.这部分研究局部性质对整个曲线或曲面的行为的 
影响.我们将在本书后面部分回到微分几何的这个方面. 

t 

也许经典微分几何最有趣和最有代表性的部分是对曲面的研究.然而，在研究曲面时，自 
然会出现曲线的某些局部性质.因此我们在第1章中将简要地论述一下曲线. 

本章是以这样的方式组 织的： 那些主要对曲面感兴趣的读者，可以仅仅阅读 1.2 到 1.5. 
1.2 到 1.4 的内容基本上是介绍性材料（参数曲线、弧长、向量积），这些材料在其他课程中可 
能也有，但为完整起见这里还是把它们包括进来了 .1.5 是本章的核心，它包含了研究曲面所 

需要的有关曲线的材料.为那些希望对曲线这个课题了解得更深一些的读者，我们编写了 1.6 
和 1*7. 

1.2 参数曲线 

我们记 W 为三个实数 U ，3 N 幻的集，我们的目标是刻划 R 3 的某种子集（称为曲线），它 
们在一定意义上是一维的，而且对它们可以采用微分学的方法.定义这种子集的一种自然的途 
径是用可微函数.单个实变量的实函数，如果在所有点具有任意阶的导数（它们自然是连续 
的），那么我们说它是 可微的 （或光 滑的） • 下面是曲线的第一种定义，虽然它并不完全令人满 
意’，但对本章的目的是完全合适的. 

I 

' 定义 从实直线的一个开区间 J ==( a , 6) 到 Y 中的一个可微 映照以 称为一条可 
微参教曲线 . 

在这个定 义中，可微 的意思 是指： a 是一个命应，它将每个 〖 ei 映照到点 
y (/)， 而函数 1 (/), y(t), HO 都是可微 函数. 变量，称为曲銭的 参数 . 这里 ，区 
间是从广义的意义上 说的. 即包括 OO , *=+00 的情况. 

如果我们记 ■/(/) 为 x 在/点的一阶 导数， 并且对函数^和^采用类似的记号，则向量 
(VQ) ， y’ ⑴， 称为曲线 a 在 f 点的 切向量 （或 速度向量）， 象集匚 R 3 
称为 a 的轨迹.正如下面的例5中所 说明的 那样，应该仔细地区分参数曲线和它的轨迹，前者 
是一个映照，后者是 V 的一个子集. 


O 这里的 〆 /) 可以一眼看出是一个矢量， 所以我们不用 黑体来 加以标记， 希望读者阅读时予以 注童. ——译者注 


关于术语的一个注 意点： 许多人采用“无限可微”这个词表示函数具有任意阶的导数，而 
“可微分”这个词则用来表示要求只存在一阶导数的情况.我们不采用这种说法. 

例1可微参数曲线 

a ( t ) = iacost fasint ^ ht ) , t ’ 

的轨迹是柱面 P + y = a 2 上间距为2舶的螺旋线.这里参数 r 是: r 轴与连接原点 O 和点 a (0 
在平面上的投影的直线的夹角（见图 M ). • 

例2映照 

a ：： i^ ： R 2 ,a(o - a%r 2 ), t e R - 

是可微参数曲线，它的轨迹如图 1-2 A 示.注意： c/(0) = (0 ， 0), 即在速度向量 是零. 





不是可微参数曲线，因为 I H 在不可微（图 1-4). 

例 5 两条相异的参数曲线 

a(t) = (cos^ 9 sin/) 

^(t) = (cos2f, sin2/) 

具有相同的轨迹，即圆周 x 2 +y = l ， 这里 f 6(0 — e ，27 r + e )， e >0. 注意： 第二条曲线的速 
度向量是第一条曲线的速度向量的两倍（图 1-5). 



图 1-4 图 1-5 

现在我们简要地回顾一下: s 3 中向量内积（或点积）的某些性质.设 a = ( Wl ， a 2 , W 3 ) e : x 3 , 
并定义它 的范数 （或 长度） 为 

X 

I K I = + M 2 + «3 . 

I W 丨的几何意义是从点 （ W ! ， m 2 ， w 3 ) 到原点0= (0，0， 0) 的距离.现在设 W = ( Wi ， M 2 ， W 3 ) 

和 t ； 2 ， ％)属于政 3 ，设0，，是线段 Om 和形成 的角. 内积定义为（见 
图 1-6) 

u^v = \u\\v \ COS0 



图 1-6 


这时成立以下的 性质： 

1. 假设 W 和 U 是非零向量.则当且仅当《与 U 正交时 ， M - t ；-0. 


4 


第 J 章 


2. u ^ v~v ^ u, 

3 . A (w • v) —\u # u • \v. 

4. w • (7J+te，)=W • t + w • zt\ 

下面我们给出内积的一个有用的表达式 . 设 4=(1 ， 0, 0)， 6 = (0, 1 ， 0)，6 = (0, 0, 1). 
容易证明，如果 /=) ，则而如果则 6*~=0 ，这里 /，7 = 1, 2, 3. 因此， 
若记 

W = Ui^j - U2^2 ~h ^3 ^3 » V ^ V] ej + % h h 

并运用性质 3 和 4 ,我们得到 

U * V = Ml Vi + W 2 ^2 + ^3 ^3 

从上面的表达式 可知： 如果 《 (/) 和 v(t)，te u 是可微曲线，则 u(t) * mo 是可微函 
数，且 

* v(t)) — u (t) • vit) + u(t) • V it) 
at 

习题 


1. 求参数曲线 《(/)， 其轨迹为圆 Y+y = 1，并使 aU ) 沿着圆按顺时针方向运动， 

且 a (0) = (0，1). 

2. 设是不通过原点的参数曲线*如果是 a 的轨迹上距原点最近的点，且 a ' U ) 关0, 
证明位置向量 a ( z 。） 正交于 t / U 。）. 

3. 试描述二阶导数恒等于零的参数曲线 a ( f ), 

4 . 设以/―旧是参数曲线，并设 ueR 3 是固定向量.假设对所有的？ ez ， （/⑴正交于〜 
曰1(0)也正交于认证明：对所有的 Z 6/， a (/) 正交于 X ；. 

5. 设 a: J — K : i 是参数曲线，对所有的 a ( 0 ^ 0 . 证明： 当且仅当对所有的 
a (/) 正交于 ^ U) 时， | a (0 I 是非零常数. 

X .3 正则曲线；弧长 


设 a: R 3 为可微参数曲线 . 对每个若 /(f) 关 0 ，可以定义一条包含点和向 

量 (/(0 的直线 _ 这条直线称为 0 在 £ 点的切线 _ 对曲线的微分几何研究，基本的一点是在每一 

点存在这样一条切线 * 因此我们称的点 / 为^的奇点，而且我们只限于研究没有奇点 
' 的 曲线 . 注意： 在 1.2 的例 2 中，点？ = 0 是奇点 . 

定义 一条可微参数曲线 I— 又 3 称为是正则的，如果对所有的都有 t/ ⑴关 0. 
今后我们将只考虑正则的可微参数曲线（而且为方便起见通常省略可微二字 ）. 

给定正则参数曲线 a: R 3 从点~开始的弧长定义为 


这里 


a\t) 


sit) = ] aU) i dt 

」 ’0 

vTx^/)) 2 ^ (y ⑴ ） 2 + (z(t )) 2 


是向量的长度.因为 〆 （/) 尹0,所以弧长5是〖的可微函数，且山 / c //= | c / U ) 丨 . 

在习题8中，我们将对上述弧长定义的合理性给出一个几何论证. 

可能出现这样的情况：参数/已经是从某点起计算的弧长.在这种情况下山 / A = l = I a (/) | , 
即速度向量的长度总等于 1. 反之，如果 I c /(() I 二1，贝 IJ 

5 = dt = i — t 0 

即 r 是 a 从某点起计算的弧长. 

为简化叙述起见，我们以后都用弧长作参数来表示曲线.后面我们将会看到（见 1.5) 这个 
限制不是实质性的. 一 般并不需異提到弧长 s 的起点，因为绝大部分概念是以《(.、•）的导数来定 
义的. 

为方便计，我们再作一约定.给定由弧长参数 sG ( a ，6) 表示的曲线 a ， 我们可以考虑另 
一条由卢(一•、•） = a (. s ) 定义于（一6， 一 a ) 的曲线0，曲线0与曲线 ct 有相同的轨迹，但是按相反 
方向描绘，这时，我们说这两条曲线相差一个 定向的改变 . 

习题 

1+ 证明： 正则参数曲线 Ct (/) = (3 f ， 2( 2 ，3/ 3 )的切线与直线3^0，的夹角是不 
变的. 

2. 当平面上一个半径为〗的圆盘沿着工轴无滑动地滚动时，圆盘的周线上一点画出的 
轨迹称为 旋轮线 （图 1-7). 

* a . 求一参数曲线 ； X — X 2 ,其轨迹为此旋轮线，并求出它的奇点， 
b . 计算相应于圆盘滚动一圈的旋轮线的弧长. 


少4 



图17旋轮线 


3. 设 C)A = 2“ 是圆 S 1 的直径， OY 和 AV 分别是圆 S 1 在 O 点和 A 点的切线.从 O 点出发 
的半直线>与5 ] 相交于 C ， 与直线 AV 相交于在 OB 上截取线段 Op = CB . 如果我们以 O 
点为轴心旋转 r ， 户点描绘出来的曲线称为 Diodes 蔓 叶线，取 OA 为 1 轴， OB 为 ： y 轴， 证明： 

a . a ( t ) — ( \^ t 2 ， i ~^ t ^ ) ，广云蚨，其轨迹是 Diodes 蔓叶线（之 = tan 0， 见图 1-8). 

b , 原点（0， 0) 是此蔓叶线的一个奇点. 

C. 肖？ 400 时， a ( z ) 趋于直线 : r = 2 a ， 且 O ). 因此，当 /—Do 时，蔓叶线及其 
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切线趋于直线 : r=2a; 我们说 : r = 2a 是此蔓叶线的渐近线 . 
4 . 设 a: (0 ， 7T)— . 丈 2 ，由 


ait) 




cos ； , cost + logtan 


给定，这里 £ 是：轴和向量《 ( 〖）的夹角 • 则 cr 的轨迹称为曳物线（见图 1-9 ). 证明 


a. a 是可微参数曲线，曲线上除了点 / = f 以外都是正则点 . 

b. 此曳物线的切线上切点和 : y 轴之间的线段的长度，总等于 1. 



图 1-8 蔓叶线 


图 1-9 曳物线 


5. 设 or : ( —1， + oo )— R 2 由 

。、 — / 3at 3at 2 、 

a( ) - \IT7 9 TT7/ 

给定.证明： 

a . 对 f = a 与工轴相切 • 

b . 当 f — 十 oo 时， a(O — (0， 0)，且 <2’ U ) — (0，0). 

c * 取反向曲线_当 一 1时，曲线及其切线趋向于直线 : r + 3 ；+a = 0. 

完整地画出 a 的轨迹，使它关于直线 y = 对称，这样得到的图形称为 Descartes 叶形线 
(见图 1-10). 

6. 对参数曲线 a ( f ) = U # C osf ， ae bt sim >, t^R , a 和 6 为常数， a >0, b< 0 f 



图 1-10 Descartes 叶形线 

a . 证明： 当 〖4 + oo 时，围绕原点 O 缧旋形地盘旋并趋于原点 0( 正因为这样， a 的轨 
迹称为对数螺线. ）（ 见图 1-11). 



图 1-11 对 数螺线 


b . 证明： 当 foo 时， c / ⑴ — (0，0)，且 

lim | a it) I dt 

卜 +ooJ 

是有限的，即 a 在 [/ n ， ⑺）具有有限弧长. 

7 - 对一个映照 a : /— R 3 ， 如果表达式 tf (() = OG )， 〆 /)， 2(/)) 中的每一个坐标函数具有 
直到々阶的连续导数，则称此映照为 C A 类曲线•如果“仅仅是连续的，我们说。是（：°类的. 
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如果映照 a 是 1 对 1 的，则称曲线 a 为简单曲线.因此 1.2 例3中的曲线不是简单曲线. 

设 a : 是 C 0 类的简单曲线.如果由 〆 4+ A ) 和《(/。）决定的直线当 A -0 时有极限位 

置，则我们说 a 在 r =/ t ) ez 有弱切线.如果由以/0+幻和以4+幻决定的直线当&，0时有 
极限位置，则我们说 a 在 Z =/。 有强切线. 证明： 

a - a (^) = ( f 3 , t 2 U £€£. 在 f = 0 有弱切线而没有强切线 • 
w b . 如果 a: J — ft 3 属于 C ] 类，且在正则，则 a 在有强 切线. 
c . 已知属于 C 1 类而不属于 C 2 类的曲线 
， f ( 〆 ， 〆 ）， 当/>0 

a(0 = 

k / 2 ，一 / 2 )，当 f <0 

画出此曲线及其切向量的略图. 

^8. 设《: I — R 3 为可微曲线， [ a ，6] d 〖为闭区间.对[«， 6] 的每—分割 

a = r 0 < 6 < … <0„ = 6 

气 

v 

考虑和式^； l = K 〜 P )， 这里 P 代表给定的分割.分割 P 的范数丨 P 丨定义为 

i ― 1 

I P I = maxCr, — / 卜！ ） ， i = 1 ，…， n 



图 1-12 


几何上， /( a ， P ) 是一内接于 〆 |>， 6]), 顶点在 aU ) 的折线的长度（见图 1-12). 这个习 
题的要点是 证明： a ([ a , 6]) 的弧长，在—定意义上是内接折线长度的极限. 

证明： 对给定的 e >0， 存在&>0，使得若 | P |<5 则 

» - 

I a it ) j dt — KajP ) <C e 

J a 

9 .a •设 J — R 1 为 一 C ° 类的曲线（参见题 7). 运用题8中描述的折线逼近，给出 a 的弧 
长的一个合理定义. / * 

b . (不可求长的曲线 •） 下面的例子表明：对任何一个合理的定义，在一个闭区间中的 C 0 类 
‘ 曲线的弧长仍可能是无界的_给定曲线 a : [0， 1]— R 2 ， 当/#0时， a ( t ) — it j £ sin (7 i 々））， 而 

a (0)-(0, 0). 从几何上证明，相应于 l / U + l )< Z < l / rz 的这段曲线的弧长至少是2/卜+^^. 
由邺再 证明： 曲线在区间 1/ N <^<1 的长度大于 2^] l/(；i + l ) ，因此当 N — oo 时它趋向于无 



穷大 • 

10•(直线为最短线）设 a : : s 3 是一参数化曲线 • 


设 [ a ，6] ci /, 令 a ( a ) = A ， 
a . 对任何常值向量 w | -u | 

(9 一 Z 5 ) 


a (厶） = 



q . 

证明 


V 




a it) * vdt ^ 





ait) I dt 


v 


Q~ P 
Q— P 


证明： 

I a(b) — a ( a ) j ^ \ a (t) \ dt 

J u 

即从到 a (6) 长度最短的曲线，是连接这两点的直线. 


1. 4 M 3 中的向量积 

♦ 

在这一节中我们将论述 R 3 中向量积的一些性质.这些性质在今后研究曲线和曲面时是有 
用的， 

首先我们回顾一下向量空间的定向的概念 .对〃 维向量空间 v 的两个有序基 e = 和 
/-{/•}, …，〃，如果基的变换矩阵的行列式是正的，则这两个有序基有相 同定向.我 

们记这种关系为 e 〜广从行列式的基本性质可知， e 〜/是一种等价关系，即它 满足： 

L e^e. 

2. 如果 e 〜/，则 f 〜 e . 

3. 如果 e 〜/， f 〜 g ， 则 e 〜 

因此， V 的所有有序基的集合被分解成等价类（一个给定类的各元素有〜关系），根据性质 

% 

3,这些等价类是不相交的.因为基变换的行列式不是正就是负，所以仅存在两个这样的等 
价类- 

根据以上关系确定的每一个等价类，称为 V 的一个定向. 因此 V 有两个定向.如果我们 
任意选定其中的一个定向，则另一个称为相反定向， 

在 V =] R 3 的情况，存在一个自然的有序基&=(1，0, 0), e 2 = (0, 1，0)， e 3 = (0， 0，1)， 
我们称相应于这个基的定向为 R 3 的正 定向，另一 定向为 负定向 （当然，这点可同样适用于任何 
R n ). 同样，当 R 3 的一个给定的有序基属于 W 的正定向（或负定向）时，我们称这个基 是正基 

(或负基）.因此有序基 e 2 是一个负基，因为变换这个基为 q ， e 2 , e 3 的矩阵的行列式 
等于 一 h 

现在我们来谈谈向量积.设《, v 6 R 3 . w 和 W 按这一次序） 的向量积， 是又 3 中由下式唯 
一决定的向量 M At ；， 

4 

(w A v ) * OJ = det ( w ， i ;， 如），对一切向量 a > G R 3 
这里 det(«，w w ) 的意 思是： 如果 m ， u ， a > 关于自然基的表达式为 





5>, a ， 






S 


1，2,3 


则 


detiufVjwy 


U \ u 2 u 3 


Vi v 2 v 3 


(Oi 0)2 


a tj I 表示矩阵(化）的行列式.由定义直接可得 


以 z 


V 2 




e 2 





H\ U 2 


Vx V 2 


^3 


( 1 ) 


注 《 A ^ 也常常写作 《 Xt ；， 并把它称作又积. 

以下几个性质是很容易验证的（事实上它们正表达了行列式的一般性质）. 

L w A v— ~v /\u (反交换 律）. 

2_ wAv 关于《, i 是线 性的； 即对任何实数 a ， 6,我们有 

( cm +6 u >) 八 — au A v-^bco A ^ 

3. 当且仅当 《 和^；线性相关时， uAv =0. ' 

4. (u f\v) • m = 0， (u f\v) • * u =0. 

由性质 4 可知，向量积 uAt /^0 是《和”所组成的平面的法向.下面我们给出它的范数和 


方向的几何解释. 

首先，我们看到 （《 Av ) * U / U ) 

正的，即 { u ， I ， wA * u } 是一个正基. 
其次，我们证明以下 关系： 


I 2 >0. 这意味着向量《， I ；， 的行列式是 


(u /\ v ) ^ (x f \ y ) ^ 


• y 


•: y 


这里 U ， 


，： y 是任意的向量 _ 这是容易证明的，因为我们注意到上式两边关于 


都是线性的，因此只要验证下式就 足够了 


A ^) • ( e k A ^/) 




e k e j • e k 
e t ej • e t 


i ， j ， k ， l = 1,2,3 


这是直截了当的. 


于是，可以得到 


A ^ I 2 






I « 


| 2 ( l ~ cos 2 ^) - A 


这是0是《和^的夹角， A 是由 u 和1；组成的平行四边形的面积 * 

简单地说，《和^的向量积是一个垂直于《和^生成的平面的向量，这个向量的范数等于由 
«和^组成的平行四边形的面积，这个向量的方向取得使 U ， mA d 是一个正基(图 1-13). 


向量积是不可结合的.事实上，我们有以下的恒 等式: 


八八 


(U • cu)v — (v ♦ cu) 


式 （2) 可以证明如下 • 首先我们看到，等式的两边都关于 


( 2 ) 

线性，因此，只要对 所有的 


图 1-13 


基向量式 （2) 成立，则此恒等式便是正确的.而对所有的基向量式 （2) 成立这一点是可以直截了 

r 

当地证明的，例如 

(^1 A ^2 ) A = ^2 = (^1 • ^1 )^2 — (^2 • e \ ) e x 

4 

最后，设 wU ) = U ,(/)， Uoit ), w 3 U )) 和 r (/) = ( A (0， v 2 ( t ), * y 3 ( r )) 是从区间 U ，6) 到 
E 3 的可微映照， re ( a , b ). 由式 （1) 直接可知 wU ) 也是可微的，且 


— A v ( t )) 

at 


ft A "° )+M(/) A ft 


向量积出现在许多几何结构中是很自然的.事实上， Y 中平面和直线的几何学的绝大部 
分，能够清楚地用向量积和行列式来表达.在下面的习题中，我们将复习一下这方面的部分 
内容. 9 

习题 

1. 验证下列的基是否为 正基： 

a * R 2 中的基{(1， 3), (4， 2)}. 

b . 3 3 中的基 {(1， 3， 5)，（2， 3， 7)，（4， 8， 3)}. 

* 2. 包含于 R 3 中的平面尸由方程给定. 证明： 向量 t ；=( a ， 6, c ) 垂直 
于平面 P ， 且平面 P 到原点（0, 0, 0) 的距离为丨 d 丨 / Va 2 +6 2 + c 2 . 


3. 求平面 5 j ：-\^3 y ^ r 2 z 


0与平面 Zx-\~iy — 7 z ~0 的交角. 


4. 已知两个平面 r +6 o ；+ c^+A = 0， i = l ， 2， 证明： 这两个平面平行的充要条件是 


— bi 

Cl 2 办2 


这里 约定： 如果分母是零，则相应的分子也是零（如果两个平面或者重合或者不相交，则 
我们称这两个平面是平行的）. 

5 - 证明：通过不共线的三点允% ， A ) ， / >2 = ( x 2 , y 2 , z 2 ), pz = ^, y 3 , z 3 ) 的 

平面，由方程 


( p ~ pl ) A (p — p 2^ * 




给定，这里 3 N 之）是平面上任意的一点，而 />— 仏表示向量 （X 

余类推. 


^1 


之1 ) ， 
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* 6* 已知两个不平行的平面 a〆 +bjy +CiZ + d = Q^ f — 1, 2, 证明: 
这两个平面的交线可以用参数表示为 


x — x 0 = «1 y ~ yo = u 2 t ， z — z Q = u z t 

这里 （* r 0 ， jy „， A ) 属于交线， u ={ u ” u ” w 3 ) 是向量积 % A v 2 ， v t = { a ^ 6；, c , ) , i = 

1 , 2 , 

’7. 证明： 平面 

ax by -\- cz d — 0 

与直线 


平行的充要条件是 


T — 了 0 = u't ， y ~ yo = w 2 /, sr ~ = uit 

au 1 + 6u 2 + cw 3 =0 


* 8 . 证明： 两条不平行的直线 

* 

x — * r 0 = « 〆 ， y ― yo = w 2 r ， 2 ： — z 0 = u 2 t 


x — x\ = V]t 9 y ~ y\ ~ v 2 t 9 z — zi = vzt 

之间的距离^由下式给定 

= 1 (m A 1 

p I w A ^ ! 

这里 M=(w" “2 ， W3 ) ， V~ (v x » Vt , V z ) , r= (x t> — Xi ， — y" 之 0 — 之 1〉. 

9 - 求平面 3 x + 4 ^y + 72+8 = 0 和直线 * r 一 2 = 3 f ， 3 ?— 3 = 5 /， z —5 = 9 / 的 交角. 

10 .「 2 的自然定向，使我们可能对两个线性无关的向量 M , 所组成的平行四边形的 

面积给定一个符号.为此，设 U }，i = U 2 ,是又 2 的自然有序基，并记 W = 

观察下列矩阵关系 



结果得到 


A 2 


«2 


Vi v 2 


2 


由于最后一个行列式与基{«，幻同号，我们可以按 U ， W 的定向是正或负来说 A 是正的或负 


的.这称为 R 2 中的定向面枳. 

11 ， a . 证明： 由三个线性无关的向量心 w 组成的平行六面体的体积丨 ( uAv ) - 

w I ，并论述 :5 : i 中的定向体积的意义. 

b , 证明 、 


V 2 - 


U • 

U 

U • 

V 

U 爆 （V 


V • 

U 

V • 

V 

V 9 0 ) 

• 

CO • 

U 

O) # 

V 

O) # o> 



12 ' 已知向量 0 和向量 0 >， 证明： 当且仅当 u 垂直于 OJ 时，存在一个向量 W , 使 wAt ； 
⑷, 这个向 量“是 不是唯一的？如果不是的话，那么最一般的解是什么？ 


13，设 “（0 = ( Ml (£)， u 2 CO » w 3 U )) 和 V 2 ( f )， 巧 （，）） 是从区间（“， 6 ) 到 R 3 


曲 


线 


13 


的可微映照.如果导数 ^(0 和 t / U ) 满足条件 

u ( t ) = au ( t ) + bv ( t ) ■, v it ) — cu ( t ) — av ( t ) 

这里〜 6和1 •是常数，证明 〆 O AWO 是常向量. 

14. 求出所有与向量（2，2， 1) 垂直并与点 （0, 0，0)，（1，一2，1)， （一 1 ， 1， 1) 所决定 
的平面平行的单位向量. 

1.5 以弧长为参数的曲线的局部理论 

这一节的内容，包含本书后面部分要用到的关于曲线的主要结果. 

设 a : H ， 6)— 是一条以弧长为参数的曲线.由于切向量 7(5) 具有单位长度，从而 
二阶导数的范数 I | ，度量了邻近切线与5点切线的交角的变化率.因此 | a ( s ) \表示 
在 . s 的一个邻域中，曲线以怎样的速率离开 A •点的切线（见图 1-14). 这可以启发我们作出以下 
的 定义： 



定义 设⑴是以弧长为参数的曲线， sei ， 则数 U 〃 (.V) | 称为 a 在点 5 的曲 

如果 0 ：为直线， a (. s ) = M 5 + l ^, 其中 M 与 U 是常向量（ | W I =1) ，则々二0,反之，如果々= 
I a '( s ) I ^0,积分后则有 = + % 所以这曲线是 直线. a 

注意，当定向改变时切线的方向也改变，即如果以一 5)= a (. v )， 则 # 


d0 

d ( 一 s ) 


(- 5 ) 




as 


因此改变定向时 a 〃(. s ) 和曲率保持不变. 

I 

在 k ( s )7^0 的点，可由方程 a 〃(5) = A (•、•）?!（•、•）定义与 t /'( •、 ) 同方向的单位向贵 n (. v ). 而且， 
微分 a '(. s ) • = 可得 a 〃( s ) • (,，）= 0，即 a "( s ) 与 a ’（>) 正交.因此 n ⑴与 〆 （>)正交， 
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称《(5)为在 . s 点的主法向量.由单位切向量(/(5)与主法向量？7(5)决定的平面，称为在 . S •点的 


密切平面（见图 1-15), 

在々(5)=0的点，主法向量（因此密切平面也）没有定义 
(参见习题 10). 为对曲线进行局部分析，密切平面对我们来 
说是不可少的.因此为方便起见，我们采用以下的说法，即 
如果 / Cs )=0， 则我们说沒 J 是一阶奇点 ( c /(. s )=0 的点称为 
零阶奇点）. 

以下我们将只考虑没有一阶奇点的，以弧长为参数的曲 
线_我们用表示 a 在 s 点的单位切向量.因此 

t f (,s) = k(s)n(s). 

单位向量 6(. s ) = K 5 ) A 是与密切平面正交的， 称为在 s 
点的从法 向量. 由于 M . v ) 是一单位向量，因此长度1 6'(. v ) 丨是 
邻近的密切平面与 s 点的密切平面的变化率的度量，即 h ' is ) 
度量了在 s 的一个邻域中，曲线以怎样的速率离开 s 点的密 



图 1-15 


切平面（见图 1-15). 

为计算 6'( s ), 我们注薏，一方面 f / G ) 垂直于6(0，另一方面 

b f (s) = t f {s、 ！\ n(s) + ^(5) A n (s) = t(s) A n’ （ s) 

即 VG ) 也垂直于 K 5). 因此 6' G ) 平行于我们可以用某个函数 r (>) 来记 

b’ （ s) = r(s)nCs) 


(注 意： 有许多作者用一 rG ) 表示我们这里的 r ( A ).) 

定义 设 a : I ~^ R 3 是一条以弧长 s 为参数的曲线，5 6 且 or 〃（:0古 0. 则由 V (. v ) = 
r ( s > n ( S ) 定义的数 r G ) 称为 a 在 s 的挠率. 

如果 a 是一平面曲线（即 〆 /)包含在一个平面中），则此曲线所在的平面与密切平面一致， 
因此 reO . 反之，如果 r s 0 (且*#0)，我们有60)=6。=常数，因此 


ia (, s ) • 6 0 )' = ot ’（ s ) * 6 0 = 0 

可见 aU ) • 常数，因而 aCs ) 包含在垂直于6。的平面中.这里，々处处不等于零的条件是实 5 

质性的_在习题10中我们将给出个例子，例中 r 能定义为恒等于零，但曲线不是平面曲线. 

挠率与曲率不同，它可以是正的，也可以是负的，挠率的符号具有几何意义，这点将在以 
后论述（见 1.6). 


注意：当改变定向时，由于从法向量的符号也酿着改变 ■ 由此推得 6' U ), 以及 
挠率在改变定向时是不变的. 

让我们总结一下我们的观点 • 对参数 5 的每个值，我们给定三个正交单位向量 〆 .0, n ( s ), 
H 它们形成的三面体称为在 s 的 Frenet 标架 • 当向量 / Cv ) 和 6 G ) 的导数 6'( x ) = r /7 用 

基 U ， ，/，幻表达时，产生了一些几何的量（曲率々和挠率 r ), 这些量使我们了解^在 5 的一个 
邻域中的行为. 

对其他的局部几何量的探索，引导我们去计算，（5),然而，由于;我们有 


t /(5) 八 〆 •、')+/ 儿 o a t \ s ) rb — kt 

我们又得到曲率和挠率. 

为以后的应用，我们将称下列方程 

t = kn 
n = —— kt —— zb 
h f ^ rn 

为 Frenet 公式（为方便起见，我们省去了参数 >). 在这一部分，以下几个专门名词是常用的. 
汸平面称为从切平面，而妫平面称为法平面.包含 nCs ) 且通过 a (.0 的直线称为主法线，包含 
6(. v ) 且通过 〆 >) 的直线称为从法线.曲率的倒数只 =1 A 称为在 s 点的曲率半径.当然，很容 
易 证明； 一个半径为 r 的圆的曲率半径是 r . 

实际上，我们可以认为， ㉝ 中的曲线是从一根直线通过弯曲（曲率）和扭转（挠率）而得到 
的.从这种解释去思考，我们就会去推测以下的结论，粗略地说，这个结论表明 々和 r 能完全 
描述曲线的局部行为. ^ 

曲线局部理论的基本定理 给定可微函数 m . s )> o 和 r ( o , seu 则存在一正则参数曲线 
a ： T ， 使 . s 为 a 的弧长，々（>)为 a 的曲率， r (. s ) 为 a 的挠率，而且，满足同样条件的其他 
任何曲线[与纟只相差一个刚体运动，即存在巧的一个具有正的行列式的正交线性映照 p 和一 
个向量（，使 a = p 。 a ~ hc \ 

以 h 的结论是正确的.完整的证明涉及常微分方程的解的存在和唯一性定理，将在第4章 
的附录中给出 • 然而，具有同样的.、，和 r ( A ) 的两曲线之间只差一个刚体运动的唯一性的 
证明却是简单的，可以在这里给出， 

基本定理的唯一性部分的证明 我们首先注意到，在刚体运动下弧长、曲率和挠率是不变 
的；这意味着，举个例子来说，如果 M : : X 3 — R 3 是一刚体运动，且^ =以 /) 是一参数曲线，则 

b da 
u dt 

这似乎是合理的，因为这些概念是使用某些导数的内积或向量积来定义的.（这些导数在平移 

时是不变的，而内积和向量积是以向量的长度和角度来表达的，因此在刚体运动时也是不变 
的. ） 仔细的验证留作习题（见习题 6). 

现在，假设两条曲线 a = of(A) 和 a = a (a) 满足条件々（>) = 和 r ( .s )=?(•?), s 6 / •设 ， 
Wo ，&0和,0，^0 9 石。分别为 a 和 a 在5 =知6 J 的 Frenet 标架..显然，存在一个使^到 

«(〜>，使〖。，％，忌到 / o ， w 。， h 的刚体运动.因此，对[作此刚性运动后，我们有 5(^) = 

« U )， 并且 a 的 Frenet 标架 / G ) ， n ( s )， 6(.0 和 [的 Frenet 标架 7(, s _) ， n ( s ), 石 （>•) 分别满足 
Frenet 方程： 
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而 t ( A'o ) ~ / ( 5o ) 9 W ( ) = ” （ So ) ， l?( So ) ~ b( S 0 ) • 

现在，利用 Frenet 方程，我们看到对所有的 sd ， 

\ j~{ I t — t | 2 +| n~n | 2 +| b — b | 2 } 
L as 


(t — t 一 〆 〉 + (b 一 b , b f 一 y ) 一 n«ti 一 n ) 

% 

y 

=^k{t —— t ? n —— 7?) +r 〈办 —— 6，w —— ？ i 〉 一 kXn — n，t —— t) —— t( n —— n 9 h —— b) 
= 0 


因此大括号中的表达式是常数，而且因为对 i = & 它是零，所以它恒等于零，从而对所有的 

_ 

■ s - e /, 我们有 n ( s )= S ( s )， b ( s )^ b ( s ). 由于 


da 

ds 


§ 


我们得到 WA /5 )(a — 心=0,因此 a ( s )= S ( d + a ， 这里 a 是一常向__由于 a ( s 。） =以知），我 
们有 a = 因此，对所有的我们有 a ( s )= a ( s ). 证毕. 

注1在曲线为平面曲线 Z — R 2 的特殊情况，有可能给曲率—个符号.为此，设 j ei ， 

为 R 2 的自然基（见1.4)，并定义法向量 《 G 0， sei , 使基 UO )， n ( s ) 丨与基{^，有相同的 
定向，则曲率 A 由下式 定义： 


ds 


kn 


是可能是正的，也可能是负的 • 显然， | 々 | 符合俞面的定义，而且当我们改变 a 的定向，或改 
变 R 2 的定向 时，々 的符号都要改变（图 1-16). 



还应该注意到 的是： 在平面曲线的情况 （ r 三 ()）• 上述基本定理的证明事实上是很简单的 
(见习题 9). 

注2给定一正则的参数曲线《 : (不一定以弧长为参数），有可能得到一条以弧长为 

参数的 曲线仏 ,它与 a 的轨迹相同.事实上，设 


曲 


线 


17 


s = s(t) = I a(t) I G 7 

J ’o 

由于 I c / ⑴ I 尹0，所以函数 s = 具有可微的反函数， = /(.0 ， st s(I) = J ， 这里， 
用一种有些混淆的记法，/也就是5的反函数厂、现在设戶显然 WJ )=«(/)， 
且丨 〆 （.、•） | = | aU) - Ut/ds) I =1. 这表示 /? 具有与 d 相同的轨迹，而且沒是以弧长为参数 
的.通常说/?是 a (7) 的用弧长的再参数化. 

这个事实使我们能够将前面定义的所有局部概念扩充到具任意参数的正则曲线.因此，我 
们说 a : R 3 在的曲率是 a ( I ) 用弧长的再参数化沒： J — T 在相应的点心）的 
曲率.这显然是与#的选择无关的，它表明了在 1.3 结尾部分所作的仅考虑以弧长为参数的曲 
线的限制不是实质性的. 

在应用时，如果能有一些使用任意参数来表示几何量的明确公式，往往是方便的，我们将 
在习题中给出一些这类公式. 

习题 


如果没有明确说明，这里 a : J — R 3 总表示一条以弧长为参数的曲线，且对所有的 
曲线々（•、)尹 0. . 

1. 已知参数曲线（螺旋线） 

a ( s ) — facos — ,asin 丄，6丄 )， j ^ R 

V c c c } 

这里 c 2 = a 2 +6 2 ， ， 

a . 证明参数 . s 是弧长. 

b . 求 a 的曲率和挠率， 

c . 求 a 的密切平面. 

d . 证明： 包含 《(〃) 并通过《( 5 )的直线与^轴的交角总等于以2. 

e . 证明： a 的切线与 z 轴的交角是不变的. 

证明： a 的挠率是 


t(s) 


g f (s) A a 〃“） • a^is) 

* 77 ) 1 2 


3 •假设 a ( DC = R 2 (即《是平面曲线），并按上文所述给丨定一个符号.将向量 rG ) 平行移 


动，使得的出发点和 R 2 的原点重合，则的端点描画出的参数曲线、 s — KO 称为 a 的切 

线的指标线 • 设是按] R 2 的定向从 Q 到 （ G ) 的 夹角. 证明 U ) 和 (6)( 注意我们假设 A 弇 0). 
a . 切线的指标线是正则参数曲线. 

b- dt/ds=^ (d0/ds)n f BP k = dd/ds. 


‘4 .假设一参数曲线的所有法线通过一个固 定点.证明： 此曲线的轨迹包含在一个圆 

周中. 


5. 设正则参数曲线具有如下性质 ： 它的所有的切线通过一固定点. 
a . 证明： a 的轨迹是一条直线（或一条直线段）. 


b . 如果 a 不是正则的， a 中的这个结论是否仍然正确？ 

6. 旧中 由向量 v 确定的平移是指映照 A : I 3 —: i 3 , Aip 、= ph ， P eR \ 如果对所有的 
向量 w ， 都有 w • 仏则线性映照 p : i 3 —] R s 称为正交变换. R 3 上的一个刚体 

运动，是一个平移和一个具有正的行列式的正交变换合成的结果（把具有正的行列式作为条件， 
是因为我们希望刚体运动保持定向）. 

a . 证明： 在具有正的行 7 列式的正交变换下，向量的范数和两个向量的夹角心 
是不变'的. 

b . 证明： 在具有正的行列式的正交变换下，两个向量的向量积是不变的.如果我们去掉 

关于行列式的条件，此结论是否仍然正确？ ^ 

c . 证明： 一条参数曲线的弧长、曲率和挠率（只要>有定义时）在刚体运动下是不变的. 

•7 •设 a: /^ R 2 是一条平面正则的参数曲线（任意参数），并按注1定义 《 = »(£) 和& = 
kit ). 假设 H ?) 尹0, teL 在这种情况下，下列曲线称为 a 的渐屈线（图 1-17). 

= a(t) + ⑴， t ^ I 

r kit) 

a * 证明： a 的渐屈线在 （ 点的切线，是 a 在 f 点的法线. 

b . 考虑 a 上两个相邻点 h ， / 2 , 6弇/ 2 的法线.令6趋近/ 2 , 证明： 两根法线的交点收敛 
于 a 的渐屈线轨迹上的一点. 



图 1-17 

8. 参数曲线（任意参数） 

a ( t ) = U ， cosh ，）， t 3 , 

的轨迹称为悬链线. 

a . 证明此悬链线的带符号的曲率（参见注 1) 是 


kiO = 



cosh 2 / 



曲 线 
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b . 证明此悬链线的渐屈线（参见习题 7) 是 

j3(t) — (t — sinh ^ cosh ； ,2 cosh ^) 

9. 已知可微函数 M 、)， s ^ L 证明： 以为曲率的平面参数曲线由下式给定 


a (>) 




cosdi s)ds + a , 


sindis)ds + fe) , 6(s) 


k(s)ds + <p 


而且此曲线除了向量 6) 的一个平移和角^的一个旋转外是完全确定的 


10. 已知映照 


a (0 


[ U ，0, 厂 !"）， 当 r >0 
(/，厂 1 /2 ，0)，当 / < 0 


当 Z = 0 


( 0 , 0 , 0 ), 


a . 证明《是可微曲线. 


b . 证明：对所有的/， a 是正 则的； 且当〖关0，/垆士时曲率 6(0^0, 而 H 0)=0. 

c . 证明： 当0，/>0时的密切平面的极限是平面 ）= 0, 而当0，〖<0时的密切平面 
的极限是平面 ^ = 0( 这暗示法向量在 t = 0 处不连续，并说明了为什么我们要将 k = 0 的点排除 
在外）. 


0 


d . 证明：即使 a 不是平面曲线，能够定义7■使 r 三 
11. 平面曲线常常用极坐标 p=〆 仍， 给出 • 
a . 证明： 弧长是 


v > 


vp 2 + (p ) 2 dO 


这里符号表示对 e 的导数. 
b . 证明： 曲率是 


\ 


kid) 


^(py — m f + p 

u P f y + p 2 j 


12•设 a : 是一条正则参数曲线 （不一 定以弧长为参数 ）. 设心 J — R 3 S a(J) 用由 

开始计算的弧长 x = 的再参数化(见注2乂设/ =〖(4是5的反函数， 弁令 da / dt ^ c / ， 

d 2 a / dl 2 ^ a \ 余类推 • 证 明：. 


a . dt/ds= 1/ \ a \ , d 2 t/ds 

b . « 在？的曲率是 


2 




in / 1 ^ 1 4 ) 


no 


•f A ^ 

a !\ a 


c . a 在的挠率是 


T(t) 


( a ’ A a ") • a 


f A // 9 

a f \ a ^ 


d ， 如果 a: jR 2 是一平面曲线 ^〖) = (1 ⑴， 〆 /))， 则 a */ 点的带符号的曲率（见注 1) 是 


k(t) 


一 * m m r 

^ y — JO y 


((/) 2 + (3/) 2 ) 


4 
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M 13. 假设对所有的56〗，有 r (. s ) 关0和关 0. 证明： 落在球面上的充要条件是 

R 2 + { R f ) 2 T 2 -常数 


这里 T =1/ t , V 是尺关于5的导数. 

14. 设 a : ( a ， 是一条正则的平面参数曲线.假设存在 a < J Q < b ， 使从原点到 a 
的轨迹的距离1 a ( r ) I 在 4 点最大. 证明： q 在心的曲率满足 | kit ,) I >1/1 a ( to ) I . 

*15* 设曲线 a 处处具有非零挠率. 证明： a 的向量函数 6 = 6( s ) (从法向量）决定了 a 的曲 
率是 G ) 的值和挠率 r (>) 的绝对值. 

"16. 设曲线 a 处处具有非零挠率： 证明： a 的向量函数 《 = n (5)( 主法向量）决定了 的曲 
率 k ( s ) 和挠率 r ( A ’) 的值. 

17. 一般 来说，当曲线 a 的切 线与一固定的方向形成一个不变的角时，称 a 为螺 旋线.假 

设^.0关0， ， e /. 证明： 

” a - 当且仅当々/『=常数时，《是一条螺旋线. 

K b . 当且仅当包含 n ( d 并通过的直线平行于一固定平面时， a 是一条螺旋线. 

W C . 当 S 仅当包含 6(5) 并通过《(5)的直线与一囿定方向形成一常数角时， a 是一条蜾旋线, 
d . 曲线 


a(.v) = I — 


sindis)ds , 


cosdis ) ds , 


b 




) ， a 2 


b z + c 2 


是螺旋线，且 々/ r =6/ a . 


^ 18. 设 u 是正则参数曲线（不一定以弧长为参数）， r (0 关0,如 

果存在曲线 a : f ，使 o ： 和 a ： 在的主法线相同，则曲线 a 称为 Bertrand 曲线.此时， 

曲线 cr 称为 a 的 Bertrand 侣线，且我们有 ， 

a(t) = or(/) + m(t) 

证明： 

a . r 是常数 • 

b . 当且仅当存在线性关系 ’ 

Ak(t)+Br(t) = 1 ， t e I 

时， o ■是 Bertrand 曲线，这里 A , B 是非零常数， 々和 r 分别是 a 的曲率和挠率 . / 

c . 如果《有多于一条的 Bertrand 侣线，则它有无限多条 Bemand 侣线_当且仅当 a 是一 
圆柱螺旋线时才出现这种情况. 

1.6 局部规范形式 e 


几何学中最有效的解题方法之一，是找出适合这个问题的坐标系统.研究曲线在 s 点的邻 
域中的局部性质时，我们有一个自然的坐标系统，即在5点的 Frenet 标架.因此把曲线参照于 
这个标架是方便的 • 

设 a : 5 3 是一条没有一阶奇点的，以弧长为参数的 曲线. 我们将标架 tis 0 ) >, n ( so ') ^ 


o 初次阅读时本节呵以略去. 



作为 R 3 的基，来写出此曲线在5。的一个邻域中的方程.不失一般性，我们可以假设〜= 
0,并考虑（有限的） Taylor 展开式 ‘ 

a (. s ) = a (0) +« stt ’（0) + 4^ a 〃（0) + ^- a ^(0) + R 

L b 

这里 limi ^/ A 3 =0, 由于 c /(0)=^， a 〃(0)=々 n 及 

0 

a w (0) = ikn) f = k r n kn f — k ； n — k 2 1 — krb 

我们得到 

a(.s)-a(0) = (^-^f )^+ + 

这里所有的项都是在 s = 0 处计算的. 

现在让我们这样来取坐标系 0 U :使原点 O 和 a ( o ) 重合，且/=(1，0，0)， w =(0， 1，0)， 
6=(0, 0， 1). 在这些条件下， a ( s )^ U ( s ), y ( s ), zG )) 由下式 给定： 

/ k 2 s 3 

x(s) = 5 — —^ — h R x 

6 




( 1 ) 


z(s) = 一 # A 3 十 i?_ 

0 

t 

这里 K =( i ?,， 尺，，尺）.表达式 （1) 称为 Ct 在 5 = 0 的一个邻域中的局部规范形式.在图118 
中描绘的是对较小的^ a 的轨迹在 M ， /6和 n 6 平面上的投影的略图， 



tb 平而 k 的投影 nbt\M i : 的投影 

图 1-18 
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下面我们将叙述局部规范形式的一些几何应用.在习题中可找到更进一步的应用. 

第一个应用，是以下关于挠率符号的说明，从 （1) 的第三个方程可知，如果 r <0 且 s 充分 
小，则玖5)随6•而 递增. 让我们约定，称6所指的一面为密切平面的“正面”.则由于以0)=0, 
当我们沿弧长增加的方向描绘曲线时，曲线将在6 = 0处穿过密切平面，指向正面（见图 1-19). 
相反，如果 r >0， 曲线（沿弧长增加的方向描绘）将穿过密切平面，指向与正面相反的一面. 

1.5 中习题1的螺旋线具有负挠率.螺旋线 

a(s) = (acos — ,asin — , — b — j 

是具有正挠率的曲线的一个例子，它是由第一条螺旋线关于 xz 平面反射而得到的（见图 1-19). 



负烧 




注以来定义挠率也是很普遍的.若采用这种定义，习题1中的螺旋线的挠率就 
变成正的了. 

规范形式的另一个推 论是： 存在 s = 0 的一个邻域 / C ： J ， 使 a ( J ) 完全包含在从切平面上向 
量”所指的一面（见图1-18)_事实上，由于々>0,我们 得到： 对充分小的“ ^(. v )^0； 当且 
仅当 s = 0 时，： yG ) = 0. 这证明了我们的断言. 

作为规范形式的最后一个应用，我们提及密切平面的下述 性质： 在 s 点的密切平面，是由 

• v 点的切 绰和点 + 所决定的平面当0时的极限 位置. 为证明这点，让我们假设 s = 0. 

则包含^=0处的切线的每一个平面呈的形式 • 平面5 = 0是从切平面，如上所 

见它不包含 a (0) 附近的点（除了 0 (0)本身），所以我们可以不予考虑.平面 z = o 经过的 
条件是 （5 = 0) , 


令 h — o , 则我们看到 r —0. 
这正是我们想证明的. 


z(h) 

y(h) 


去 tA 3 + 

D 


• • • 


4 a 2 + ^ + 


• • « 


因此，平面的极限位置是平面 Z =0， 即密切平面. 

♦ 


习题 


1. 设以弧长为参数的曲线 a : /—** R 3 的曲率 /. 
设 P 为满足以下两个条件的 平面： 

(1) P 包含5点的切线. 
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(2)对 . s 的任何给定的邻域 JCII ， 在 P 的两边总都存在 《(/) 的点. 

证明： P 是 a 在. V 的密切平面. 

2. 设以弧长为参数的曲线 J — X 3 的曲率々（.、)尹0， ,6/. 证明： 

a . 在 . s 点的密切平面，是通过 a (>•) ， a(s + h ] ) f a(.v + / i 2 ) 的平面当 / ii 2 — 0 时的极限 
位置. 

b , 通过 a (>)， a ( s ~ h / i t ) , a + ) 的圆当 /^ ，心—0时的极限位置是在 a •点的密切平面上 

的一 个圆; 其圆心在包含 《(. s ) 的直线上，其半径是曲率半径这个圆称为在 s 点的密 

I 

切圆. 

3. 证明： 正则参数曲线 a : I - R 3 的曲率垆0是平面曲线 tt 。 a 在？点的曲率，这里 tt 
是 a 在/点的密切平面上的垂直投影. 

1.7 平面曲线的一些整体性质 e 

在这一节中，我们想叙述曲线的整体微分几何的一些结果.甚至在平面曲线的简单情况， 
这个课题已经提供了一些不平凡的定理和有趣的问题和例子.这里，为了叙述这部分材料，我 
们必须不加证明地接受一些能够理解的事实 * 我们将尽可能仔细地精确说明这些事实.虽然我 
们要在以后以更系统的方式回过来论述整体微分几何（第5章），但我们相信，早一点提出这方 
面内容能增进兴趣和启发思想. 

本节将由浅人深地介绍以下三个 课题： （ A ) 等周不等式， （ B ) 四顶点定理， （ OCauchy - 
Crofton 公式.这些课题是完全独立的，初次阅读时可以略过其中某 一部分 或全部内容. 

在闭区间 [ a , 幻中的一个可微函数是定义在一个包含 [ a ，6] 的开区间的可微函数的限制. 
一条正则参数曲线 a : [ a ，6 j ^： x 2 , 如果 a 以及它的所有导数在 a 点和6点的值相同，即 

a(a) — aih) , a ia) = a ib) , a 〃（ a) = c / '(6) ， … 

则称为平面闭 曲线； 如果曲线 a 此外不再自身相交，则 a 称为简单闭曲线，即如果 r T ， r 2 e 
[ a ， 6〉，~ ，则 a(/i )( 图 1-20), 



⑻简单闭曲线 （ b ) (非简单）闭曲线 


图 1-20 


O 初次阅读时本节可以略去. 
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我们通常考虑以弧长 s 为参数的'曲线 a : [0, /]— 又 2 ，因此/是《的长度.有时候我们提到 

简单闭曲线 c ， 是指这种曲线的轨迹.如同 1.5 的注1中所述，《的曲率将附带一个符号（见图 
1 - 20 ). 

我们 假设： 平面上任意一条简单闭曲线 C 总围成平面上的一个称为 C 的内部的区域.这 
是所谓 Jordan 曲线定理的一部分(证明见5, 6定理 1) ，这个定理对诸如环面（炸面饼圈的表面， 
见图 1-21 U )) 上的简单闭曲线并不成立.无论什么时候我们谈到简单闭曲线 C 所包围的面积， 
都意味着 C 的内部的面积.我们进一步假设简单闭曲线的参数能这样地选择，以致当沿着 
曲线按参数增加的方向前进时，曲线的内部始终在左边（图 l -21( b )). 这样的曲线称为正定 
向的. 


C 的内部 



( a ) 环面 r 上的简单闭曲线 C : 

c 在 r 上并不围成区域 （ b ) c 是正定向的 


图 1-21 

A . 等周不等式 

这也许是微分几何中最古老的整体性定理，它与下面的（等周）问题有关.在平面上所有长 
度为/的简单闭曲线中，哪一条所包围的面积最大？等周问题的这种形式，希腊人早已所知， 
他们也知道答案是圆 • 然而，关于圆是等周问题的答案的令人满意的证明，却在很久以后才出 
现_主要的原因似乎是最早的一些证明都假设了 解的存在性. 直到 1870 年才由 K. Weierstrass 
指出，许多类似的问题并没有解，他给出了等周问题解的存在性的完全的证明. Weierstrass 
的证明有点难懂，这是他本人发展的求某种积分的最大值（或最小值）的理论的一个推论（这个 
理论称为变分学，等周问题是用这个理论处理的问题中的一个典型例子） • 以后，人们找到了 
更直接的证明 ■ 我们将要叙述的简单证明是 E . Schmidt 提出的 （1939). 另一种直接的证明和 
关于这部分内容的更进一步的参考文献，请参看参考书目中的 [10]. 

我们将运用以下的公式，来求一条正定向简单闭曲线 a U ) = (： r (0, ： y (0) 所围的面积 A , 
这里 6] 是任意的 参数： ' 

I ta 

A = — y(t)oc (Odt = x(0y(t)dt = — (xy f — yx’、dt (1) 

^ a J ^ Ld J a 

注意，第二个公式是由第一个公式结合下面的观察而得 到的： 由于曲线是封闭的， 





v> rb r/> 

xy dt = (xy ) dt — x ydt 

J a J a J a 

rh 

=[^j：y (6) — xy (a〉] — j: ydt 

J a 

•6 

= — x f ydt 

J a 

第三个公式是由前两个公式直接得到的. 

为证明式 （1) 中的第一个公式，我们首先考虑图 1-22 的情况.图 1-22 中曲线由两条平行 
于 y 轴的直线段和能写成形式 

y = f \ 与 y = / 2 (了） jc g Ixo > j \ 

的两段弧组成.显然，此曲线包围的面积是 

A — 1 /, {jc)djc — 1 / 2 ix)dx 

^ x a J r o 

由于此曲线是正定向的/按图 1-22 的记法，我们有 

r { 

A =— y(t)x f (t、dt — y{t)oc f {t)dt 

w U y 

V? 

J u 

这是因为沿着平行于: y 轴的线段 x '( r )=0. 这样，我们证明了这种情况下的式 （1). 

要证明一般的情况，必须证明有可能把曲线所围的区域分成有限个上述类型的区域.这 
显然是可能的（图 1-2 3 )， 只要在此平•面上存在一条直线£：，使 0 (()到这条直线的距离 〆 0是 
一个真有有限多个临界点的函数（临界点是 〆 （0=0 的点），而这后一个断言是正确的，但 
我们不准备证明.然而我们要提到，式 （1) 也能够利用平面上的 Stokes 定理 （ Green 定理）得 
到（见习题 15). 



定理 1( 等周不等式）设 C 是一条长度为/的简单平面闭曲线， A 是 C 所围区域的面 
积，贝 U 
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i 2 — AnA 5- 0 ( 2 ) 

当旦仅当 C 是一个圆时等式成立. 

证明 设£:和 E ' 是与闭曲线 C 不接触的两条平行直线，移动这两根平行直线直到它们第 
一次与 C 相遇，这样我们得到 C 的两根平行的切线 L 和 Z /， 使曲线（'全部包含在 L 和//所确 
定的长条中.考虑一个与1^和1/均相切且与(：不相遇的圆 S 1 . 设 O 是 S 1 的圆心，以 O 为原 
点取一坐标系，使: r 轴垂直于 L 和 1/( 图 1-24), 以弧长为参数表示 C ， a (. v )-( x (. s ), : yG ))， 
使得它是正定向的，而且 L 和广的切点分别是5 = 0和 



我们可假设 S 1 的方程为 

a(s) — = (jt(a’ ）， jy(5) ) ， s G [0,/] 

这里 2 r 是 L 和 L ' 之间的 距离. 利用式 （1)， 并用 A 表示 s 1 所围的面积，我们有 


于是 



A + 


nr 


(xy f — yx r )d$ ^ \j (xy f 一 yx, ) 2 ds 


< 


7^ 2 +?)((^> 2 + (/) 2 )^ 


\/ jc 2 + y 2 ds = Lr 


(3) 


我们现在注意这个 事实： 两个正数的几何平均值小于或等于它们的算术平均值，并且当且 
仅当它们相等时等式成立.因此 

拉 W ( y(A + 7 rr 2 ) < jlr (4) 

即 47^ Ar 2 < Z 2 r 2 ， 所以式 （2) 成立， 

现在假设式 （2) 中的等号成立.则式 （3) 和 （4) 中的等号一定处处成立，由式 (4) 中的等式可 
知 A = 7 rr 2 . 于是 Z = 2 a r ， 并且 r 与 L 的方向无关.此外，式 （3) 中的等式蕴涵 

或 (xx ~\~ yy f ) 2 = 0 

g|] _ Vg 2 王乂 z= ，- \- r 

：/ 工 , ^ iyY^rixY _ 

因此: r =± o ^ 由于 r 与 L 的方向选择无关，我们可以在最后一个关系式中将 i 与 y 互 
换，得到 y =± r /. 因此 

p +y = ^((x ^ 2 + C/) 2 ) - r 2 

C 是一个圆，这正是我们要证明的.证毕. 

注1很容易验证以上的证明能应用于 C 1 曲线，即对曲线 a (0 = (* r (0, jG ))， 

[ a ， 6]，我们仅要求函数: r (/)， 〆 /)有连续的一阶导数（当然，如果曲线是闭曲线，则 a 点和6 
点的导数相等）. t 

注2等周不等式对一大类曲线均成立.对所考虑 
的曲线，只要我们能定义弧长和面积，都已经找到行 
得通的直接证明.为应用的方便，我们指出此定理对 
分段 C 1 曲线也成立，分段 C 1 曲线即由有限多段 C 1 弧 
组成的连续曲线.这类曲线可以具有有限多个角点， 分段 C 1 曲线 

在角点切线是不连续的（图 1-25). 图卜25 

B * 四顶点定理 

/ 

我们将需要有关平面闭曲线的更一般的事实. 

设 a : [0, /]— R 2 为由 a G ) = ( xG )， ： yG )) 给定的平面闭 曲线. 由于 s 是弧长，故切向量 
t ( s ) = ( x ( s ), : y '(. s )) 具有单位长度 • 引人由 〆 d = ( x '( d ， ： /( 5 ))给定的切线指标线 h [0, Z ] 
— R 2 是较方便的，这是一可微曲线，其轨迹包含在一个半径为1的圆上（图 1-2&). 注意，此 
切线指标线的速度向量是 . 

7 ^ = (Ws) ， ) 〃 (5) ) = a\s) = kn 

as 

这里 ”是法 向量，按 1.5 的注2取定向， &是 的曲率. 

设 0( A ) ， O <0(. v )〈27 t ， 是 Ks ) 与 ： r 轴的 夹角， 即 j / Q ) = COS 0( S ) ， y ( 5 ) = sin0 ( 5 ). 由于 




0(5) = arctan 


y(s) 

TTs) 


因此，作为可微函数是局部地有定义的（即关于每个 S 在一个小区间内有定义)且 


dt 

ds 


ds 


(cos0 ， sin0) =〆 （一 sin^tcos^) = 0 r 


这意味着并启发我们用 


dis) 


Jo 


k(s)ds 


来定义一整体的可微函数 [0, /]— R . 由于 


0’ 


= 办 = 


/ n ft / / 

X y —xy = I 


arctan 




这个整体函数和前面局部定义的 e 只差一个 常数. 直观上，沢 a 度量了切向量的总的旋转角 
度，即当我们在曲线 a 上从0前进到 S 时，切线指标线上的点 r (5) 描绘的总的角度.由于 a 是 
闭曲线，这个角是 2 k 的整数倍/,即 


V 

Jo 


k(s)ds = 0(0 -0(0) - 2nl 


整数 I 称为曲线 a 的旋转指标. ■ 


图1 27 给出了一些曲线及其旋转指标的例子.注意，当我们改变曲线的定向时，旋转指 

标改变符号 • 而且，所给的定义使得正定向的简单闭曲线的旋转指标总是正的. 

下面的定理给出了关于旋转指标的一个重要的整体性质，此定理将在本书的后面部分证明 
(5, 6 定理 2). 


切线回转定理简单闭曲线的旋转指标是土 1，这里的符号决定于曲线的定向. 

设有正则平面曲线（不一定是闭曲线) [ a ，6]— X 2 f 如果对所有的 6 ]， a 的轨迹 
a ([ a ， 幻）全部位于由£处的切线决定的闭半平面的一边，则称 a 是凸的（图 1-28). 

正则平面曲线 a : [ a ，6]— R 2 的顶点 是使 〆 （ f )=0 的点 f6 [ a , 6]. 例如，不等轴的椭圆 
恰有四个顶点，即轴与椭圆相遇的点（见习题 3). —个有趣的整体事实是，这个数正是一切凸 
闭曲线所具有的最少的顶点数. 


切线的措标线 



图卜27 

定理 2( 四顶点定理） 简单凸闭曲线至少有四个顶点* 

在开始证明之前我们需要一个引理， 

引理 设^ [0, 为以弧长为参数的平面闭曲线，并设 A ， C 为任意实数. 

[(Ar + By + C) ~~ds — 0 
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这里函数 I =^(5) ，： y ^ jylv ) 由 a (6) = ，： y ( s )) 给定，是是 a 的曲率 • 



凸曲线 


: ^ 、 

非凸曲线 
图 1-28 

引理的证明由前可知存在一可微函数&〔0， /] — R 使 j /(：0 = cos 0 ，y (>•) = sin 0 .故 
灸（.、)=#(:;)并且 - 

ff I / // I / 

x ~ 一 ky = kx 

从而，由于涉及的函数在 0 和 / 取值一致， 

% 

k f ds ~ 0 

Jo 

•! n ri 

xk f ds =— kx f dx y f ds — 0 

Jo Jo Jo 

v rt n 

yk f ds == 一 ky f ds = x f ds = 0 
Jo Jo Jo 

证毕， 

定理的证明以弧长为参数表示曲线 a : [0，/]— R 2 . 由于 A = 是 闭区间 [0， /] 上的连 

续函数，它在[0, Z ] 上达到最大值和最小值（这是实函数中的一个基本事实，它的证明，例如 

可参见第5章附录中的命题10)，因此， a 至少具有两个 顶点： a( Sl )^p ma ( S 2 )- q . 设 L 是 

通过 P 和 g 的直线，卢和 y 是由点和 g 决定的 C 的两段弧. 

我们可以肯定，这两段弧中的第一段位于 L 的确定的一边 • 否则就会意味着这段弧与 L 

在不同于 P 和 g 的一点 r 相交(、图 1-29 U )). 由于凸性以及0， g , r 是 C 上不同的点，因此在 

中间点（比如说 P ) 的切线与 L 重合.再者，由于凸性，这就说明 L 在/>，9和 r 三点与 C 相切. 

可是另一方面，除非 L 上整个线段属于 C ， 否则 g 和 r 总落在邻近 p (中间点）的点的切线的 

不同的两边（图 l -29( b )). 这意味着在/>和 g 点々=()•由于这些点是，的最大值点和最小值 
点，在 C 上6=0，故矛盾 • 

设 L 的方程式为 Ai 十 By + C =0. 如果没有更多的顶点，则 〆 （5) 的符号在弧#及弧 y 上 
都保持不变 • 这样我们能够安排系数 A , B ， C 的符号使式 (5) 中的积分是正的.这个矛盾显示 
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( a ) ( b ) 

[fl 1-29 


存在第三个顶点，且 〆 （.0 在 /? 或 y 上改变符号（比如设在 上）. 由于和？是最大值和最小值 
点，在^上改变两次 符号. 因此就存在第四个顶点.证毕. 

四顶点定理已经成为许多研究工作者的课题.这定理对简单闭曲线（不一定是凸的）也成 
立，但更难证明.有关这个课题的进一步的文献见参考书目 [10]. 

以后 （5. 6命题 1) 我们将会 证明： 当且仅当一条平面闭曲线是简单曲线，并且能够被定向 
得使其曲率为正或零时，这条平面闭曲线才是凸的.由这点和上面的证明看出，我们能改写四 
顶点定理 如下： 凸闭曲线的曲率函数（是非负的）或者是常数，或者至少具有两个极大值和两个 
极 小值. 自然我们 要问： 这样的曲率函数是否确实表示了凸曲线的特性？更精确地说，我们可 
以提出以下的 问题：设々： U ，6]— 又是一可微非负函数，々及其所有的导数在《和6都相等. 

假设 t 或者是常数或者至少具有两个极大值和两个极小值，那么是否存在一简单闭曲线 [ a ，6] 
—: x 2 使 a 在/的曲率为是⑴？ 

在严格为正的情况， H . Gluck 对以上问题的回答是肯定.（见 H . Gluck “The 
Converse to the Four Vertex Theorem ”， L'Enseignement Mathematique T . XVII , fasc . 3 〜 4 
(1971)，295 〜309,）但是他的方法不适用于的情况_ 

C. Cauchy-Crofton 公式 

本节的最后一个课题，.粗略地说，是要找到一条定理描述以下的情况.设 C 是平面上的一 

条正则曲线 • 我们观察此平面上所有与 C 相交的直线，并对每一条这样的直线，将它与 C 的 
交点的个数作为它的重数（图 1-30). 

我们首先要找到一个方法对平面上给定的直线子集给出一个测度.说这是可能的并不太令 

人吃惊.因为毕竟我们对平面上点的子集能指定一个测度（面 积）. 一旦我们认识到一条直线能 

由两个参数（例如图 1-31 中的^和们来决定，我们就能把此平面上的这些直线，想象成在某一 

平面上的一定区域中的点 • S 此，我们要做的是找到一个在这样一个平面上度量“面积 ，，的 “合 
理的”方法. 
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图 1-31 L 由和0决定 


选择好这个测度，我们就要应用它找到与 C 相交的直线集合(将重数计算在内）的测度.结 
果是相当有趣的，它可叙述如下. 


定理 3( C a iKrh 3 H > 0 ftoii 公式）设 C 是长度为/的正则平面曲线.与 C 相交的直线的集合 
(将重数计算在内）的测度等于 2 Z . 


在进行证明之前，我们必须定义什么 是平面 上直线集合的合理的测度.首先，让我们为这 
种集合选择一个方便的坐标系统.平面上的 ic 线 L ， 由从 L 到坐标原点 O 的距离以及 
从原点出发垂直于 L 的半直线与 x 轴的夹角心 0^<2 tt , 所决定（图 1-31). 很容易看到，以 
这两个参数表示的 L 的方程式是 


xcosd + ysinff = p 

因此，我们能用下面的集合来代替此平面上所有直线的集合 

= ^ R 2 ;^ 0?0 ^ i9 <C 2 tc} 

我们将证明，除去单位的选择外，在这个集合中只有一个合理的测度. 

为确定我们所说的“合理的”这个词的含义，让我们更进一步地考察 R 2 上通常的面积测度. 
我们需要一个定义. 


R 2 上的一个 刚体运 动是一个由 （: r ， y } 
给定的映照 F : R 2 — R 2 , 这里（图 1-32) 

-— -N— | 

[x = a + jtcos^> — ysixup 

i 一 _ ( 6 ) 

[y = b + jrsinp + ycos<p 

现在，为定义集合 SCZR 2 的面积，我们考虑重 

积分 

dxdy 

«% s 

即我们在 s 上对“面积元素”心进行积分.当这个 



积分在某种意义上存在时，我们说 S 是可测的，并把 S 的面积定义为上面的积分值.今后我们 


将假定.，讨论中涉及的所有积分都存在. 


注意，我们也可以选择其他的面积元素，比如说 : ry 丄 rd ， 选择 c / xc / y 的原因在于，它是 
仅有的（最多相差一个因子），在刚体运动下不变的面积元素.更精确地，我们有下面的命题. 
命题 1 设 / U ， 30 是定义在 R 2 上的连续函数.对任何集合 SCIR 2 , 定义 S 的面积 A 为 

/V* 

A ( S ) = / (x fy)clxdy 

JJ .s 

(当然，我们只考虑那些使上面的积分存在的集合）.假设 A 在刚体运动下是不变的，即如果 S 
是任何集合 ， S = F ^( S ), 这里 F 是刚体运动（6)，我们有 

/\( S ) — f (j: f y)da:dy = f {x ^ y)dxdy = A ( S ) 

%. u S mtj S 

则 /( x ， ： y )= 常数 • 

证明 我们回顾重积分中变量变换的公式 （ Buck，Advanced Calculus , P . 301，或本节的 
习题 15)： 


f (x ， y)cLcdy 



f(x(x^y) ^ dxdy 

d ( x ^ y ) 


(7) 


这里 x = 了， jy )， y ^ y ( j ：, 3O 是定义变量变换 丁：： X 2 
函数，且 


， SzT - US ) 的具有连续偏导数的 


d X d JC 

dU . y ) — ^ ^ 

3 (:，： y ) a^y d y 

9 x d y 

是变 换了的 Jacobi 行列式.在我们的特殊情况，变换是刚体运动（6)，雅可比行列式是 

co 各 cp — sin^ 

sin^> cos^cj 

利用这个事实和式 （ 7 ) ，我们得到 

f (x(x 9 y) ^y(x f y))dxdy = f(jc ， y)dxdy 

s JJ s 

由于这对所有的 s 都是正确的，我们有 

f(x(x,y) = f(a: ， y) 

现在我们利用这个 事实： 对 R 2 上任意两个点（ 1 ， 30 ，（^，孓），存在一刚体运动 F ， 使 
F ( x , P ) = (： r ，））. 因此 

/ Cjc ,^) = (/" F )(:，： y ) = /( I ，；） 

从而， fix , : y )= 常数 • 这正是我们所期望的.证毕. 

注 3 以上的证明依据两个 事实： 第一、刚体运动的雅可比行列式是1;第二、刚体运动 
对平面上的点是可迁的，即对平面上两个任意给定的点，存在一个刚体运动把一个点变到另一 

个占 

I 4 V、、 • 




3 

3 (x,y) 
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做了这些准备工作之后，我们最终已能定义集合父上的测度.我们首先注意到，刚体运动 
(6) 诱导了 y 上的一个变换.事实上，式 （6 ) 将直线映照到直线 

xcosid _ <p) + ysin(d — <p) = p 一 acosd _ hssind 

这意味着在上由式 （6 ) 诱导的变换是 

f p = acosd— bsind 

[d = d —— <p 

很容易验证，以上变换的 Jacobi 行列式是1，而且这个变换对平面上的直线的集合也是可迁 
的.因此我们定义集合父的测度为 


dpdd 

用证明命题 1 的同样方法，我们可以证明，在相差一个常数因子的范围内这是关于^的在刚体 
运动下不变的唯一的测度.因此，这个测度是合理的. 

现在我们能概要地叙述定理3的证明. 


定理3的证明概要 首先假设曲线 C 是长度为/的直线段.由于我们的测度在刚体运动下 
是不变的，我们能够假设坐标系统的原点 O 在 C 的中点，轴位于 C 的方向.则与 C 相交的 
直线的集合的测度是（图 1-33) 


dpdd 




^ico?^| (/ 2) 


dp、dO 


I cos0 \ dd — 21 


其次，设 C 为由有限段长度为 = 的线段组成的折线.设 
0 ) 与 c 的交点数.这时，对每一线段算出结果然后求和，我们得到 


( P ， W 是直线 （ P ， 


Tidpdd 




这是折线的 Cauchy - Crohon 公式. 


( 8 ) 




图 1-33 


最后，通过求极限，就可以把上述公式推广到任何正则曲线，这也就证明了定理 3. 
证毕， 

值得注意的是，这个课题的总的思想属于几何孥中称为积分几何的分支，积分几何的概述 

可参看 L _ A _ Santal6， w Integral Geometry ，” in Studies in Global Geometry and Analysis , 
edited by S . S . Chern , The Mathematical Association of America , 1967， 147 〜 193. 




Cauchy - Crofton 公式能应用于许多方面.例如，当曲线是不可求长的（见 1. 3习题 9) 但式 
(8) 的左边有意义时，可利用它来定义这种曲线的“长度”.式 （8) 也可用来得到估计曲线长度的 
有效方法.实际上，下面给出的是对式 （8) 中的积分的一个很好的近似 Q , 考虑一族平行直线， 

其相邻直线间的距离为将此平行直线族旋转角度 f , _，_，就得到四个直线族，设《为 

所有这些直线与曲线 C 的交点数.则 

1 7T . 

~2^ 1 

是积分 4 - ndpdO = C 的长度 

Z JJ 

的一个近似值，由此给出了 C 的长度的估计.为了知道这个估计的准确程度，让我们做个 
例题， 

例 图 1-34 中的曲线是电子显微镜下的环状 DNA 分子. 我们要估计它的长度.在图上画 
出四个直线族，直线间的距离为7毫米，夹角为一个更实用的方法是将这直线族一劳永逸 
地画在透明纸上）.数出交点数为153,则 

1 7T 1 1 co 3. 14 仏 

T « T = T 153 丁〜 60 


aifiisiBiSRafianeiafisgaggR 

pgapsiili 

關懸 ■ 難顆義__音 

»!«»»» 驪 ifi 驪财鱷 騙》 8»! 

aaessRSSKis 议 siBiassuni 
assgsgaBsaa 舰 aa 咖 I 


图 1-34 


由于图中的参考线代表 1 微米（=10— 6 米），而按我们的尺度量下来是25毫米，因此， 
从我们得到的值计算出此 DNA 分子的长度近似为 

60( y )~ 16.6 微米 


O 感谢 Robert Gardner 建议我采纳这个应用及下面的 例子 . 


正确的值是 16.3 微米. 

习题 


* 1. 是否存在平面简单闭曲线，全长为6英尺，所围的面积为3平方英尺？ 

，2.设 XS 是直线段，的长度. 证明： 连接 A ， B 的长度为/的曲线 C 与 M 所围面 

I 

积最大时， C 是通过 A ， B 的圆弧（图 1-35). 

3. 计算椭圆 

* 

jt = acost ^ y = bsint, t [0,2 兀 ] ， a b 

的曲率，并证明此椭圆有四个顶点： （ a ， 0)， （一 a , 0), (0, 6)，（0， 一6). 

•4 •设 C 为平面曲线，： T 为在点 peC ； 的切线_画出与/>点的法线平行且与々点距离为 d 
的直线 L (图 1-36). 设 / i 是 L 上由 C 和丁截得线段的长度（因此 h 是 C 相对于 T 的“高度”）. 
证明： 

I kip) I — lim 

a 

这里 ^(/>)是（： 在/)的曲率 _ 



*5. 如果平面闭曲线 C 包含在半径为 r 的圆盘中， 证明： 存在一点 C， 使 （：在 夕的曲率满 

足I是| >丄. 

r 

6. 设〆•、•），56 [0, /] 是正定向的平面凸闭曲线.曲线 

j8( 5> = a(s) — rnis) 

称为 a 的平行曲线（图 1-37), 这里 r 是正的常数， ri 是法 向量.证明： 

a* 的长度 =ar 的长度 + 27rr. 

b. A(/3) = ACa) +rZ+Ttr 2 . 

c. kpis ) ~ k a ( s ) / (l + r々 fl ('s) )• . 

对 Q) 〜 （ c )，A ( )表示相应的曲线所围的面积， 

K ， k 0 分别是 a 和沒的曲率. 

7. 设3、 - R 2 是定义在整条实直线 R 上的平面曲 
线.假设 a 不通过原点0= (0 ， 0) ，且 

lim | a(/) 丨= oo 和 lim I ait ) | = oo ■ 



图 1-37 



曲 


线 
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a . 证明： 存在点使对所有的纟6 有 I a (/ o ) I < I a ⑴ I . 

b . 用一个例子 证明： 如果不假设 lim I a (/) | = oo 和 lim | I =^ 00 ，则 a 中的论断是 

f—► -4 - DC f—► — : >、 s 

错误的. 

8. ^ a . 设《(.0, . sG [0, /] 为简单平面闭曲线.假设曲率 H . s ) 满足 0< H >)< C ， 这里 C 是 
常数（因此， a 不如半径为 1/ C 的圆弯曲得厉害）. 证明： 

a 的长度 

b . 把 a 的假设中的“简单”改为 “ a 有旋转指标 N ”. 证明： 

a 的长度> ^ 

# 9. 对集合 KOR 2 , 如果任意给定两点>， qeK ， 直线段元包含在 K 中，则称 K 是凸集 
(图 1-38), 证明：简单凸闭曲线围成一个凸集， 

10.设 C 为平面凸 曲线. 用几何方法证明 C 不会自己相交. ■ 

*11. 对给定的非凸简单平面闭曲线 C ， 我们可考虑它的凸包 H (图1-39)，即包含 C 
的内部的最小的凸集的边界.曲线 H 由 C 的弧和 C 的跨过“非凸间隙”的切线段组成 
(图卜 39). 可以证明 H 是 C 1 凸闭曲线.利用这个证明在等周问题中我们仅需考虑凸曲 
线的情况. 



| 12. 考虑平面上的单位圆 S 1 , 证明比 M y / M 2 - l /3, 这里 M 2 是此平面上与 S 1 相交 

的直线集合的测度，是所有与 S 1 交成的弦长>#的直线的测度 • 直观上，这个比是 

一条与 S 1 相交的直线，能与 S 1 交成长度大于 S 1 的内接等边三角形的边长的弦的概 
率（图 1-40). 

13 •设 C 为曲率 A>0 的定向平面闭曲线 • 假设 C 至少有一个自相交点 />, 证明： 

a . 存在一 个点 〆 ec ， 使//点的切线疒平行于 户点的 某条切线. 

b. 在 C 的由/>/>>组成的正弧上，切线的旋转角>兀(图 1-41). 


c . C 的旋转指标 > 2 . 

14. a . 证明： 若直线 L 与闭凸曲线 C 相遇，则 
L 或者是 C 的切线，或者恰与 C 相交于两点. 

b . 利用 a 证明： 与 C 相遇的直线集合（不计重 
数）的测度等于（：的长度. 

15. 平面上的 Green 定理是微积分的一个基本 
事实，它可以叙述 如下. 设 a ( r ) = (: r (/)， y ( t )), 
tela , /)] 为一简单平面闭曲线.假设 a 正定向 ， C 
为它的轨迹， K 为（〕的内部.又设 P = 
q = q ( x ， : V )为具有连续偏导数 Ar， /V I ，％的实 
函数.则 

R i q .- Py )djcdy = \ c [ p ^ + q^)dt ⑼ 

这里第二个积分中函数/>和 g 是限制在 a 上的，且积分是在上下限 £ = a 和 1 = 6 之间进行的, 
在下面的 a 和 6 .中，我们打算由 Green 定理推导 i ? 的面积公式和重积分中变量变换公式（参见 
本节式 （1) 和 （7)). 

a _ 式 （9) 中令 g = : c ，： y •则 

A(R) — dxdy — — ( j : ⑴ — — y(t) 盒 ) dt 

b - 设 / a ， w 为具有连续偏导数的实函数，： r : R 2 —: x 2 为由具有连续偏导数的函数工= 
X ( i /， z ;)，y = y ( u ， t /) 给定的坐标变换*在式 （9) 中选择 > = 0和 g ， 使 1 = /. 相继地运用 
Greeri 定理，映照： T 并再次运用 Green 定理就得到 

f { x , y ) dxdy ~ qdy = ( q 。 T )( j ; u m’ （0 + 3 ^ z /(/)) d * 

R J C Jj T 一 1 <(，） 

-ff , |^-(( g 。 r ) yv )-{(( g 。 

JJ T^'(R) [ a U d v j 

证明： 

■ 3 ~ ( g ( jcCu ^ v ) jy ( ujv )) y v ) — - r — ( q ( x ( u ， v ) ，: y ( w ， v )> jy u ) 

d H o x) 

= f ( x ( u , v ) , y ( u , v ))( x u y v — x v y a ) = f f — 9 ~ 

o KU*v) 

将其与上式结合就得到重积分的变换公式 ： 

"%/* m 

fix , y)dxdy = f ( x ( u , v ) , y { u , v )) 萬 ’ y 、、 dudv 

Jj R Jr 1 (R) ， d ( u 9 v) 





第 2 章正则曲面 


2.1 引言 

在这 一章， 我们将开始对曲面的研究.不像在第1章中我们主要应用单变量的初等微积 
分，而现在我们需要一些多元微积分的知识.特别地，我们需要知道: S 2 和中函数和映照连 
续性及可微性的一些事实.所需的预备知识在任何一本高等微积分的标准教科书中能找到，如 
Buck , Advanced Calculus ； 在本章附录中我们给出了这方面某些材料的梗概. 

在2.2,我们将导人 F 3 中正则曲面的基本概念.相对于第1章中曲线的处理，正则曲面定 
义 为集合而不是 映照. 2.2 的目标，是描述某些判别 R 3 中的一个给定集合是否为正则曲面的有 
用准则 ■ 

在 2. 3,将说明对正则曲面上的一个函数，可定义它的可微性，在 2. 4我们将说明，在 R 2 
中通常的微分概念对这种函数能被推广.这样，在又 3 中的正则曲面提供了二维微积分的自然 
框架. 

当然，曲线也能用相同观点来处理，也就是把它定义成 f 中的子集，从而就为一维微积 
分提供了自然的框架.这我们将在 2. 3概要地提及. 

2. 2和 2. 3对这本书的其余部分是要紧的.初学者也许发觉那些节中的证明多少有点困 
难.如碰到这种情况，在初次阅读时可略去这些证明. 

在2.5,我们将引进第一基本形式，它是处理正则曲面上度量问题（曲线的长度、区域的 

面积等等）的一个自然工具.这将成为第4章的一个非常重要的问题. 

_ 

2-6 到2.8,初读时是供选择的.在 2.6 中，将处理正则曲面的定向概念.它在第3、第4 
这两章中将是需 要的. 但是，为了那些跳过这一节的人方便起见，在第3章开始处我们将回顾 
定向的概念. 

1 

2.2 正则 曲面； 正则值的原像 ㊀ 

这里要引进又 3 中正则曲面的 概念. 粗糙地说， R 3 中的一张正则曲面是取一些平面片，通 
过变形和适当安排而得，使所产生的图形没有尖点，没有边也不自身相交，以致图形的每一点 
上切平面是有意义的.想法是定义一个二维的集合，它足够光滑以致通常的微积分概念能在它 
上面 推广. 在 2. 4末将完全清楚下列定义是满足要求的. 

定义1子集 SCZR 3 是一张正则曲面，如果对每点存在一个邻域 VCZR 3 和一个开集 
L 7 匚 R 2 到 vnSdR 3 上的映照 X : U — VOS 满足下列条件（图 2-1)： 

1. X 是可微的.这意味着如果映照 X 表示成 


O 本节中的证明在初读时可略去. 
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图 2-1 


X ( u ^ v ) = ( x ( u ^ v ) ^ y ( u ^ v ) jz ( u ^ v ))° ,( ujv ) G U 
那么函数 iU ， r ), yU , v ), zU ， tO 在 L / 中具有所有阶的连续偏导数. 

2. X 是同胚映照.从条件1， X 是连续的，所以同胚意味着 X 有连续逆映照； C 1 : Vf]S 
—17，即； T 1 是定义在包含 VOS 的开集 W 上连续映照 F : Wd 二 X 2 的限制 • 

3, ( 正则性条件）对任何 gGV ， 微分映照 X 2 — R 3 是1对1的. 

以下我们将对条件3作出解释. ^ 

映照 X 称为/>点附近的一 个参数表示或 （局部^ 坐标系. p 点在 S 中的邻域 VPIS 称 为坐标 
邻域. 

为了给条件3—个更熟悉的形式，让我们在 R 2 的规范基& = (1，0)， e 2 = (0, 1) 及坐标 
( m ， V )和 R 3 的规范基/, =(1，0，0)，/ 2 = (0，1， 0), / 3 = (0，0， 1) 及坐标（ X ， ： y , 幻下计 
算线性映照 c / X , 的矩阵. 

设 9=( w 。， ％).向量^是曲线 《— («，训）的切向量，这条曲线在映照 X 下的象是曲 
线 

u -► (xiu^vo) 9 y(u^v 0 ) 9 z(,UfV 0 )) 

这条象曲线（称为1；=叫 的坐标曲线） 在 S 上，且在 X ( g ) 的切向量是（图 2-2) 

/ 3 x d y 3 z \_ 9 X 

\T7i'T~ii 9 ~dli) = ~dh 

其中导数在 （《。， 队）点计算，而向量是以它在基{/,，/ 2 , / 3 }下的分量表示的.从微分的定义 
(第2章附录的定义 1) 


O —眼可以看出，这个等式左端的 X ( w ， ^)，是矢量 * 而等式右端的 /( w ， V )， y { u n v ) 和 s :( u ， 均为标量.我们 
在本书 中，对矢壹 统统不 用黑体 加以标记；正如在此场合中一样，只要联系上 下文一 起来进行阅读 • 就不会引起 
混乱，一译者注 





这样，线性映照 c / A 在前面所示的基下的矩阵是 


dX 


3 x 

d U 

9 y 

d U 
d Z 

(9 u 


d X ' 

d V 

ly ' 

d V 

d Z 
d Zf 


齡， 定义 i 的条件 3 可表示为上列矩阵的二列向量是线性独立的，纖积！ A ,， 
或 dXq 的矩阵的二阶子式之一在 g 点不等于零，即下列 Jacobi 行列式之一 


d X 


f) (x 9 y) 

c) (U ， V) 


3 y 

3 u 


3 x 

d V 

3 y 

d V 


3 (y^z) 
3 (u ， v) 


d (x^z) 
d (W ， U) 


在 9 点不等于零. 

注 1 对定义1还要做些评述.首先，对照第1章曲线的处理，曲面被定义为 R 3 中的一个 
子集，而不是一个映照.这是通过满足条件1，2和3的坐标邻域覆盖 S 而做到的. 

如果我们期望在 S 上建立微分几何，条件1是很自然的.条件2中的1对1性的目的，在 
于避免正则曲面的自身相交.这对于我们打算引进曲面上一点/ > GS 的切平面概念，显然是必 
要的（见图 2-3( a )). 在条件2中逆映照的连续性有一个更深人的目的，它只有在下一节才能被 
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完全理解.暂时，我们将指出对证明某些以参数表示定义的对象不依赖于这个参数_示而依赖 
于曲面 S 本身，这个条件是必须的.最后，正像 2.4 所示，条件3将保证曲面 S 的 k 有点上切 


平面的存在性（见图 2-3( b )). 




图 2-3 在正则曲面定义中回避的某些位置 

例1让我们说明单位球茴 

S 2 = {(x,jy, 2 ：) G R 3 ； X 1 + y 1 + z 1 = 1 } 

是一张正则曲面. 

我们首先验证如下映照 : UCR 2 —? 3 

X, (x,y) = (X ，）， +v^ 二 (I 2 y ) ) ， (x^y) 6 u 
是 s 2 的一个参数表示，其中 r 2 = ((： t ， > ^> e :< 3 ? z = o }， u =^{( x , 3；) e ^ 2 ； x 2 + y < n . 
注意到 ^ (60 是 *7^ 平面以上的 S 2 的一个开子集. 

因 /+ y < i ， 则函数具有所有阶的连续偏导数，因此，&是可微的， 
满足条件 1. 

因 ^ _ ( ■: ， ）) ^ 1 

3 ix . y ) ^ 

条件3也成立. 

为了验证条件2,我们注意 到兄是 1对1的，且 xr 1 是（连续）投影 Wx ， ^幻 = ( x ， / 
在集合 X ,( L 0 上的限制 • 这样， Xr 1 在 X ,( L 7) 上是连续的. 

下面，我们以类似的参数表示来覆盖整个球面.以 

X 2 (x 9 y) = — \/l — (x 2 + jy 2 )) 

来定义 X 2: Ud 3^： r . 易证它是一个参数表示.我们看到，：^(1/)和 X 2 ( L 7) 覆盖了 S 2 除去 
赤道 

{( xjy , z ) ^ R 3 ； x 2 +3 ;2 — 1,5： = 0} 

然后，利用平面及 2 T ： y 平面，定义参数表示 

X 3 ix^z) = — (x 2 + z 2 ) 9 z) 

= (x , — \/1 — ( X 2 + 2T 2 ) ， Z) 

X 5 (y,z) = (V^T — (y 2 +z 2 ) 9 y,z) 

X 6 (y,z) = ( — ^/l ~- (y 2 + z 2 ) ， : y ， z) 
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它们和1 及不 一起完全地覆盖了 S 2 (图 2-4). 这就是说明了 S 2 是一张正则曲面. 



图 2-4 


对大多数应用，在 S 2 上导入地理坐标系是方便的.设^={(心 0< d < n , 0< s &< 
2 tt }, X ： V —?为 


Xid ^) ~ ( sin 0 cos 彡， sin 0 sin 於， cos 汐） 

显然， X(V)es 2 . 我们将证明 x 是 s 2 的一个参数表示. 0 通常称为余纬度（讳度的余角） 而多 
称为经度（图 2-5). 


显然，函数 sin <9 cos 0， sin ^ sin^t cos 0 有各阶连续偏 导数; 
所以， X 是可微的，而且为了 Jacobi 行列式 


d ( x ^ y ) 


= cos ^ sin ^ 


3 ( y ^ z ) 
了 ( M ) 


= sin 2 0 cos 於 


3 (x ♦ z) • 2/1 * J 

TTd^) =sln 0 一 

同时为零，必须有 

cos 2 没 sin 2 沒 + sin 4 0cos 2 ^ + sin 4 ^sin 2 ^ = sin 2 沒 = 0 



这在 V 中不可能发生，所以定义1的条件1和条件3被满足. 

其次，我们观察到一旦给定 （ x ，： y ， wes 2 — c ， 其中 c 是半圆周 

C = { ( x , y , z ) ^ S 2 ; y = 0； x ^ O } 

0 就被 0 = cos 1 2 ：所唯一确定，因为 O 〈 0 〈 7t . 有了 0 ，从 jr = sir^cos#，：y = sin0sin# 就知道 sin 參 

和 CO #， 这就唯一地确定 #(0<4<27 T )_ 从而 X 有它的逆 X 1 .为了完成条件2的验证，我们 

应证明 X - 1 是连续的.但因为我们很快将证明（命题 4 )，只要我们已经知道集合 S 是一张正则 
曲面 • 这个验证是不必要的.这里就不证了. 

我们指出 X ( V ) 仅略去了 S 2 的二个半圆周(包括两个极点）且 S 2 能被两个这种类型的坐标 
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邻域所覆盖. 

在习题16中我们将表明如何用另一个有用的坐标邻域系来覆盖 S 2 . 

例1说明，从定义出发来判断又 3 的一个给定子集是否为一张正则曲面，可能是乏味的. 
在研究进一步的例子之前，我们给出两个命题，它们将简化上述乏味的手续，命题1说明了一 
张正则曲面的定义和函数 z = /(* r ， 的图之间的关系.命题2应用了反函数定理并且将正则 
曲面的定义与 / U ， 2)=常数形式的子集联系了起来. 

命题 1 如果/:又是在 R 2 的开集 [/ 中的一个可微函数，那么 / 的图，即 R 3 中由 
• V ， y ))* (工， y )€ U , 给定的子集是； pE 则曲面 • 

证明 只要证明由 

X(UfV) = (UtVf /(UfV)) 

给定的映照 X : L /- R 3 是图的一个参数表示，它的坐标邻域覆盖了该图的每一点.条件〗显然 
是满足的，而条件3验证毫无困难，因 3 U ，yV diu , 0^1. 最后，该图的每一点（: r , …幻 
是唯一的点 （《， xO = (： r ， ： y ) eU 在 X 下的象.所以， X 是1对1的，且因 X — 1 是 R 3 到平 
面的（连续)投影在/的图上的限制，乂…是连续的.证毕. 

在叙述命题2之前，将需要一个定义. 

定义2对定义在 T 的开集 C 7 中的一个可微映照 F : U ^ R n -^ R m ,我们称 >61/是 F 的一 
个临界点，如果微分映照 c /匕： IT — R m 不是满映照（或到上映 照）. 临界点的象 F ( p )6 R m 称 
为 F 的一个临界值.而脱〃中非临界值的点称为 F 的正则值. 

这些术语显然来自一个特殊 情形： 这时/: I / CIR — R 是一个实变量的实值函数.如果 
/( x c )=0, 即微分映照乂将 3 L 中的所有向量映照到零向童，则点 &6 U 是临界点（见图 2-6). 
注意，任何点 a $/( L 0 是/的平凡正则值， 



如果/: [/ d — R 是可微函数，那么作用于向董（1，0, 0) 的值可从计算曲线 

/ O ， jy 0 ，之。） 

在 /(/>) 的切向量得到，从而 


df 


df fi (l ， Q ， 0 ) = 


(工 0 ，加 
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类似地 

df p (oA,o) = / v ^//o,oa> - /, 

我们断言 d //> 在基 （1， 0， 0)，（0， 1， 0)，（0， 0， 1) 下的矩阵由 

df p = (/ r ，/ y ，/=) 

所给出. 

注意到在这种情形下， d / p 不是满映照，即在/>点有 // = /V = A = 0, 所以 “6// U ) 是 
/； l / df — R 的正则值的充要条件是/ ^ 又~在其原象 

广 *(a) = { 6 Uifix^y.z) = a) 

的任一点不同时为零. 

命题2如果/: UCZR 3 — R 是可微函数，且 a 6/( U ) 是/的正则值，那么厂 Ha ) 是: X 3 中 
的正则曲面. 

证明设/>=(☆，％，〜）是/ _1 0)的一点.因 a 是/的正则值，则在适当选取坐标轴后 
总能假定在/>点八关 0. 我们定义映照 F : 1/ C 史 — R 3 为 

' F ( x f y ^ z ) — ( xjy f f ( x ^ y 9 z )) 

且以 （ W ，w O 表示 Y 中 F 值域上点的坐标. F 在 p 点的微分映照为 

10 0 

dF p =010 

J ， fy fz 

參 

那么 detUF p )^= f z ^0 

所以我们能应用反函数定理(见第2章附录），它确保存在 p 点及 F (/0 的邻域 V 和 W ， 使 
F ： V — W 是可逆的，且逆映照 F — 1 : W — V 是可微的（图 2-7). 从而 J ^ 1 的坐标函数 

x — u^y = VfZ — giutVtO ♦ ( u ^ v^O ^ W ， 

均是可微的 • 特别地 ， Z = g ( u ， V ， a )= h ( x , : y ) 是定义在 V 到: ry 平面上投影区域中的可微函 
数.从 

F (广 1 (a) n V) = W P| { (u^ViO ;t ~ a) 



X 


图 2-7 
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我们知道 々的图 是厂 u 幻 nv. 据命题 1， /unv 是々的一个坐标邻域.所以， 每个 pe 
厂 1 。） 能被一个坐标邻域所覆盖，这样是正则曲面.证毕. 

注 2 证明实质上利用了反函数定理，在方程/( I ，>幻=“中解出〜这在八（户） 关 0 
时在 p 点的某一邻域中可以做到.这个事实是一般隐函数定理的特殊情况，而隐函数定理从反 
函数定理得到，所以二者是等价的. 


例 2 椭球面 



是正则曲面.事实上，它是集合 / y ( o )， 其中 


是一个可微函数，0是/的正则值，这是因为偏导数人=_，/, = _, 与仅在（0, 0, 0) 

^2 ^ 

点同时为零，而 （0, 0, 0) 不属于/^(0).这个例子包括球面作为特例 U 二 6 = C =1). 

迄今所给的正则曲面的例子，全是 R 3 中的连通子集 f 如果曲面 Sd ) R 3 中的任何两点均能 
用 S 中的连续曲线所连结，那么 S 称为是连通的.在正则曲面的定义中，我们对曲面的连通性 
没有限制，而下列的例子说明，由命题2所给的正则曲面可以不是连通的. 

例3双叶双曲面 一 / 一 y +/ = i 是正则曲面，因为 
它是 S = /— VO )， 其中0是 /( x ， y ， 之） = — 了 2 —： y 2 +之 2 — 1 

(图 2-8) 的正则值.注意，曲面 S 不是连通的，即对给定 
在不同叶中的两点 （ z >0 和^<0),不可能用一条在曲面中 
的连续曲线 a ( r )=-( j ：( f )， y { t ), z ( f )) 连结它们，否则 z 将 
变号，且在某点6，我们有 2： U fl )=0, 这意味着茫 S . 

例3的讨论，顺便可用来证明我们将反复应用的连通 
曲面的一个性质.如果/: SCR 3 — R 是定义在连通曲面 S 
上的非零连续函数，那么/在 S 上不变号. 

为证明这个性质，我们利用介值定理（第2章附录，命 
题 4). 用反证法，假定/变号，即有/>，使/(/0>0 
和 /( g )<0. 因 S 是连通的，那么存在一条连续曲线^ 

[ a ，6]— S ， 使 a ( a ) = />， a ( b )= q . 对连续函数 /。 a : [ a ，6] 

t 

— R 应用介值定理，我们发现存在 ceb ， 6]，使/。〃(0 = 

0,即/在 《( c ) 为零，故矛盾， 

例 4 环面 了 是一个半径为 r 的圆周 S 1 关于离圆中心 
“>『处的直线（属于圆周所在的平面）旋转所得 （图 2-9). 

设义是：^平面中以（0， a ，0) 为中心的圆.那么 S 1 

由方程给出，而将 S 1 绕=轴旋转就得到环面： T 上的点，它满足方程 

z 2 = r z ~ ( v ^: 2_ +： y 2 — a) z 
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所以，了是函数 

f(jr ， y ， z) = z 2 + (^/p + y 2 —— a) 2 

值为 r 2 的 原象. 函数/在（: r，3O 关（0, 0) 是可微的，因 

U = L 2y^x 2 +y 2 -a) 

D z ' d y vV + y 

d f = 2xWx 2 +y - a) 
a x \/x 2 y 2 

r 2 是 / 的正则值，这样环面： r 是正则曲面. 

命题1说明可微函数的图是正则曲面.下列命题提供了它的部分逆定理，即任何正则曲面 
局部是一个可微函数的图. 

命题3 设 sczf ? 是正则曲面 • 那么对任何 pes 存在 p 在 s 中的一个邻域V，使得 v 是 
可微函数的图，它有下列其中之一的形式： y) ^ y = g(x^ z) j x = h(y, z). 

证明 设久： UCZR 2 —S 是 S 在点附近的一个参数表示，记 X(w， v)=^(x(u, v) , y(u, 
v)， z(u, ■〃）），（w， v)eU. 从定义 1 的条件 3 ，下列 Jacobi 行列式之一在 X- 1 (p)=g 非零： 

^ (x^y) d (y ， z) ( z » x) 

f) { llyv ) 3 iujv) 9 d (u^v) 

首先假定 （a (X ， y)/B(u, v ))(q)^0. 且考虑映照 71 。入 ： L^R 2 ， 其中 tt 是投影映照 tc 

( jt ， y f z ) = y ). 那么 7 ： 。 x ( m ， v ) = ( x(m , v ), y ( u ^ v )) ^ 且因 （3(： r ， y )/ 3 ( m , v )) 

( q ) y ^0 利用反函数定理，我们一定有 g 的邻域7 1 及兀。义(9)的邻域'\^ 2 ，使7：。又将\^|微分 
同胚地映照到 V 2 上（图 2-10). 由此， 7 C 限制于是1对1的，且有可微逆映照 （ TC 。 
x )_ ] : V ,— V,.注意到X是同胚，V 是/>在 S 中的领域.现在，如果我们将映照 （K p X) 1 : 

(X ，： y) —U(x ， y )， V ( 工 , : y)) 与函数（《， zO—z(u ， W 复合，我们发现 V 是可微函数之 = 

z(u(x, y), via-, y))^=f(x, y) 的图，这就解决了第一种 情形. 
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图 2-10 


余下情况可用同样方式处理，得到 x = ^)及^=#(1， 2). 证毕. 

% 

下面一个命题说，如果我们早就知道 S 是正则曲面，如想取参数表示 X ，我们就不必检验 
X — 是连续的，只要其他条件成立就可以了，这个附注在例1中已被用过. 

命题 4 设 />es 是正则曲面 S 的一点，映照 X: I7CIF 2 — R 3 满足 /^X(L7) 及定义 1 的条 
件1和条件 3. 假定 X 是1对1的，那么； T 1 是连 续的. 

证明证明的第一部分类似于命题 3 的证明 . i£ X (w ? = (x( u $ xO ， y(u 9 v) ， z( u f 
x0) ，（ u ， 且设据条件 1 和条件 3 我们可以假定 （ 9 (x ， y)/ 3 (« , v ))(g)^0j 
如果必要可交换 R 3 的坐标轴，设 7 T : 又 3 — R 2 是投影映照 7 C ( X ， d = y ). 从反函数定 

理，我们得到 g 在 U 中的邻域％及 TT 。 XQ ) 在 R 2 中的邻域 W ， 使 7 T 。 久将 V ,微分同 胚地映 
照到 v 2 上. 

假定 X 是 1 对 1 的，那么，限制于 xo^), 

X ^ = (7T 。 X) 一 1 。 7t 

(见图 2-10). 因此， I 1 作为连续映照的复合是连续的，从 g 的任意性知： T - 1 在 〆 C 7) 中是连续 
的.证毕. 1 - 

例 5 单叶锥面 C 

z =+yi 2 ^f y 2 ， (x ，： y) 6 又 2 

不是正则曲面 • 注意，我们不能只从“自然”的参数表示 

畚 

(x,y) (x ， y ， +V / i r T^ r ) 

不可微分得到所要的 结论； 可能有满足定义 1 的其他参数表示. 

为了说明不会有这种情况，我们应用命题 3 .如果 C 是正则曲面，它在（0，0, 0)6 C 的 
一 个邻域中是可微函数 ^)， x = g ( y , z ), z ^ fix , : y ) 之一的图.显然头两种形式立 
即因（’在 X 2： 平面及: yz 平面投影的非 i 对1性而抛弃.最后一种形式在 （0, 0， 0) 的某一邻域 

中应该和相一致 • 因之=+7工 2 ;/在（0, 0) 不可微，这是不可能的 • 

例 6 例 4 中环面 T (图 2-9) 的一个参数表示，能由下列方程给出： 
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X( Unv) — ((rcosw + a)cosi;，(rcosw + a)sim ， rsinw) 

其中 0< w <2 tt ，0< Ci ;<2 jr . 

定义 i 的条件 i 容易被验证，而条件3化为直接的计算，这留作为习题.因我们知道 r 是 
正则曲面，根据命题4条件2等价于 X 是1对1的事实. 

为证明 X 是1对1的，我们首先注意到若 vV +： y 2 < a ， 那么 7 t /2< W <37 t /2, 

若那么或者0«晋，或者 3 tc /2«27：. 这样，给定了 U .， ）， z )， 就唯一确定 

了 w ，0< m 〈2 tt . 知道了 w ， ：r 和3»，我们便得到 cosr 及 sim ；， 这就唯一地确定了 v ，0〈 r <27 t . 
因此， X 是1对1的. 

容易看到，环面能被3个这样的坐标邻域所覆盖. 

习题 


1- 说明柱面 {( x ，： y ， aeR 3 ; = 是正则曲面，并且找出覆盖它的坐标邻 域系， 

2. 集合{(了，>， ^)6 R ：i ； 2=0和是正则曲面吗？集合{(了， 3 N ^)eRS ^ = 
0和 . r 2 + y < l } 是正则曲面吗？ 

3. 说明以原点为顶点的双叶锥面，即集合 {( x ，： v ， e ； x 2 + y — y = o } 不是正则 
曲面. 

4 . 设 / U ， > = 证明0不是/的正则值而 /^( o ) 是正则曲面 • 

*&• 设尸={(工，），幻 6 R 3 ; 1 = 3^( 平面）且设 x : C 7 匚 R 2 — R 3 由下式所定义 


x ( u ^ v ) = (u + v^u + v ^ uv ) 

其中 U = u «， e : x 2 ； W > T ；}. 显然，： r ( U ) 匚 P . x 是 p 的一个参数表示吗？ 

6. 利用命题2于 / Kjc ，： y ， z 、= fix ' : y ) — 2：的情形，给出命题1的另一个证明. 

7. 设 /( jr，JN Z ) = (JT + y + Z — I ) 2 . 

a . 确定/的临界点和临界值. 

b . 对 C 的什么值 /( x ， j ， 是正则曲面？ 

c . 对函数 /( x $ z) ~xyz 2 回答上述问题 a 和 b . 

8 - 设 W 如定义 L 验证 dX ,: R 2 — R 3 是1对1的充要条件是 


dX 

3 u 


A 


d X 

d V 


关 o 


9 . 设 V 是 ： o ； 平面中的开集.说明集合 

{( x . y ^ z ) G R 3 ； = 0且 ( jr ， j 0 G V } 

是正则曲面. 

10. 设 C 是平面中的“8”字形，且设 S 是 C 上的柱面（图 
2-11); 即 


S = {(jr,y,z) ^ ' 3 .^ ； (jr.y) ^ C} 



S 是正则曲面吗? 


m 2-11 
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11. 说明集合 S={U，z)e^ 3 ; 2 = 是正则曲面且验证下列 a 和 b 是 S 的参 

数 表示： 

a, X ( m 9 v) — {u~\~Vj u 一 v ， 4 ： uv) 9 (m ， x^) ^ R 2 - 

"b* X(m 9 v)~ ( wcoshv, wsinh 。， w 2 ) ， (u ， v) ^ )R 2 , u#0. 

它们覆盖了 S 的哪一部分？ 

12. 说明由 

X(ujv) = (asinwcost ； ,6sinMsint ； ,ccosw) ,a ,6,c ^ 0 

所定义的 X: L/CR 2 -R 3 是椭球面 



的•个参数表示，基中 0< W <7 t ，0<^<27 t . 描述椭球面上《 =常数的曲线的几何意义. 

* 13. 求双叶双曲面 Ux , ^> ey ； — = 的参数表示. 

14. 半直线[0, oo ) 垂直于直线£：且从某一给定的初始位置绕 £ 旋转，同时其原点0移£： 
运动. 当[0, a ) 转过角0时原点移动了距离 d = s in 2 (0/2). 验证旋转线的像除去直线 E 是正 
则曲面.如果移动距离为 6/= S in (0/2) ; 此外还需要除去什么才是正则曲面？ 

* 15. 设两点 P ( G 和 gU ) 以相同速度运动，户自（0, 0, 0) 开始沿2轴而 g 自 U ， 0, 0)， 

ago 开始沿平行于: y 轴直线 运动. 说明连结户 U )， g (0 的直线描出了 T 中由方程： y(*r —«) + 

给出的一个集合.这是正则曲面吗？ 

16. 对由方程 P+y + U — 1) 2 = 1给定的球面 S 2 , 定义它坐标系的一种方法是考虑所谓 
球板投影 心 S 2 — X 2 ，它把 S 2 上除去北极 N =(0， 0， 2) 的点 />= U ， 7，幻 映照到 

平面与连结 iV ， />直线的交点（图 2-12). 设 （ M ， y 9 z ), 其中 （ x ， 3；， z )6 S 2 -{ N } 
且 （ M ， 平面. 

a . 说明 tt 1 : R 2 — S 由下式给出 


z 



图 2-12 球极投影 
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4 u 

U 2 + v £ +4 


n~ ] : <y 



iv 

M 2 + + 4 

2 ( u 2 + T ； 2 ) 

w 2 + v 2 + 4 


b . 利用球极投影可以用二个坐标邻域覆盖球面. 

17 - 和正则曲面类似地定义正则曲线.证明 

a . 可微函数 

/:U 匚 3 2 — R 

正则值的原象是正则平面曲线*给出一个非连通的这样的曲线的例子. 

b . 可微映照 

匚 — 

正则值的原象是中的正则曲线.说明这个命题和 R 3 中的曲线作为二个曲面交线的经典 
定义之间的关系. 

* c . 集合 ^> eR 2 ； : r 2 = y } 不是正则曲线. 

* 18 ,设 ， 

f ( x , y , z ) = u =常数 
g ( x , y 9 z ) 二 v 二 常数 
h { x , y , z ) = xv =常数 

描述了三族正则曲面，且假定在 ( x 。，： y 。，％) Jacobi 行列式 

3 (/，以） 迖 0 
3 (x 9 y,z^) 

证明在(❼，>，％)的某一邻域内，三族曲面将由: X 3 的一个开集到中的映照 F( M ，w 

% 

w ) = (^， >， 幻所 描述，其中，如曲面族 /(： r ， >幻=«中曲面的局部参数表示，是在这个 
映照中置“=常数而得到的.对下列曲面情形确定 F : 

= jc 2 + y + z 2 = w = 常数； （以 （ o , o , o ) 为中心的球面） 


g ( jo f y , z ) = ^- = t, =常数，（过2：轴的平面） 

h ( x , y , z ) - X ~^ 2 y 常数，（以 （0,0,0) 为顶点的锥面） 

*19. 设(—3, 0)—R 2 由下式所定义（图 2-13): 

八0, 一 G + 2))， 如果 f e (—3, — 1) 

a(/) 一 连结/>= (0，一 1)4= (士， 0) 的正则参数曲线，如果， e (- i ，—士) 

，(一 ？ ，一 sin + )， 如果(―|，0) 

能够定义一条连结/>， g 的曲线，使 a 的所有导数在对应点是连续的且 a 自身不相交 • 设 
c 是 a 的轨迹， 


a . C 是正则曲线吗？ 

b . 让平面: R 2 的一条法线跑遍 C ， 它描出的“柱面” S 是正则曲面吗? 



图 2-13 此 图中水平方向与垂直方向比例不同 


2*3 参数 变换； 曲面上的可微函数 e 

微分几何涉及曲面的局部性质，它依赖于曲面在一点邻近的变化情况.在 2.2 给出的正则 
曲面的定义适合于这个目的 • 根据这个定义，正则曲面的每一点属于某一坐标 邻域. 这种邻 
域中的点被它们的坐标所刻划，所以我们应能用这些坐标来定义感兴趣的局部性质. 

例如，重要的是我们对函数/: S — R 能定义它在正则曲面 S 上一点 p 是可微的意义•处 
理的自然方法是选取的一个坐标邻域，它的坐标是 u ， ％如果它关于《， X ；坐标的表示式容 
有各阶连续偏导数.那么说/在/>点是可微的. 

但是， S 的同一点可以属于不同的坐标邻域（在 2 . 2中例1的球中，第一封限内部的任一 
点属于给定的坐标邻域系的 3 个坐标邻域).而且，在/>的一个邻域中还可选取其他坐标系（对 
球面上的点可以取地理坐标或球极投影 坐标； 参见 2. 2 习题 16 ). 为使上述定义有意义，它必 
须不依赖于坐标系的选取 • 换言之，必须说明，当 p 属于坐标为 U ， u ) 及(？， 7 )的两个坐标邻 
域时，能够借助于可微变换将其中一对坐标变到另一对坐标. 

下列命题说明这是对的. 

命题 1 ( 参数变换） 设是正则曲面 S 的一点，又设 X : UCR 2 — S 及 Y : VCR 2 4 S 是 S 
的两个参数表示，使 pex ( i 7 ) nY ( Lr )= w . 那么“坐标变换，， 1 。 

(图 2-14) 是微分同胚，即 A 是可微的且有可微逆映照 / i - 1 . 

换言之，如果 x 和^由下列式子 给出： 

Xiu^v) = (1( w ， I；)，y( w ，7；)，之（ W ， W) ) ， （ w ， u) f L7 

Y ( 尽 ，”） = ( x ( f ， 7y) ， 〆 $， 々) ，之(冬， ▽) ) ，， ▽) 6 V 

那么坐标变 换办为 

w = v - v(e ， 刀）， c^, ? ) e y~ ] (W) 

o 本节的证明在初次阅读时可略去. 
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它具有 性质： 函数心^具有各阶连续偏导数，且映照 a 是可逆的，逆映照为 

$ = $(u,v) Au,v) G X~ l (it ’） 

其中函数 S 和 V 也有各阶偏导数，因为 

3 ( u ， V) | 9 ( 冬 ，”） — . 

d d (UfU) 

这意味着 /i 和 A 1 的 Jacobi 行列式处处非零. 

命题1的证明是同胚，因为它是同胚的合成（见第2章附录的命题 3). 但不 

能用类似的讨论断言 A 是可微的，因为 X - 1 定义在 S 的开子集中且我们还不知道 S 上可微函数 
的意义. 

我们用下面的办法来处理，设 re ： y — 八研）， q ^ hir ). 因为 ： r ( … ( W ， v ) ， 

■ y )， z(u, t ；)) 是一个参数表示，我们不妨假定 


d (U^v) 


( g ) # o 


不然的话就把坐标轴重新命名.将 X 扩充成映照 F : L / XR — T ， 它的定义如下 

F(u,va) = (x(u,v) jyiu.v) ^z(u,v) + t) 


( u ^ v ) ^ U G 

几何上， F 将 U 上的垂直柱体 C 映照成 i ( L 7) 上的“垂直柱 体”， 它将髙度为 f 的 C 的每个截面, 
映照到曲面 XU ， W 十％， 其中 ☆是 2：轴的单位向量（图 2-14). 




显然 F 是可微的，且 F 的限制 F | 以⑻二欠.计算微分的行列式，我们得到 


d y 

d u 


3 y 

d V 


0 


3 (x ， 3；) 
3 (u ， v) 


(g)^o 


d ^ d Z i 

d U d V 

所以，能用反函数定理，它保证 x ( g ) 在: X 3 中邻域 JW 的存在，在这个邻域中 F - 1 存在且可微. 

由 Y 的连续性，有 r 在 V 的邻域 N 使 Y ( JV ) C ： M (第2章附录的命题 2). 注意到限制于 
N , h | n = F -' qY \ n 是可微映照的复合.这样，应用映照的链式法则（第2章附录的命题 8) 
得到 A 在 r 是可微的.因 r 是任意的，所以上是可微的. 

完全相同的讨论能用来说明映照 / T 1 是可微的，所以^是一个微分同胚.证毕. 

现在我们来给出正则曲面上可微函数的明确定义 . ， 

定义1设/: VCS — R 是定义在正则曲面 S 的开子集 V 中的一个函数.如果对在附 
近的某一参数表示 X : C 7 匚 : S 2 — S , f 6 X ( L /) 匚 V ，复合/。乂： [/匚 R 2 — R 在； TUp ) 是可微的， 
那么称/在 p 点是可微的.如果/在 V 的所有点上是可微的.那么称/在 V 中是可微的. 

从最后的命题立即得出，所给出的定义不依赖于参数表示 X 的选取.事实上，如果 h 
V 匚 R 2— S 是/) ex ( v ) 点附近的另一个参数表示，且若那么 /。 Y = / 。1。 A 也 

可微，即所说的不依赖于参数表示的选取. 

注1我们将常常不加区分地用相同的符号 /( M ， X ；)表示/和/。叉，说 /( W ， I )是/在坐 
标系 X 中的表示式.这也等价于把 XOJ ) 看成 U ， 把 U ， W 同时看作为 LT 中的一点及 XO /) 中 
的坐标为 U ， W 的 一点. 今后，这类不确切的语言将不作说明地加以应用. 

例1 设 S 是正则曲面而是包含 S 的一个开集 • 设/: VCZ 又 3 — R 是可微函数，那 
么/在 S 上的限制是 S 上的一个可微函数 • 事实上，对任何和在/>点的任何一个参数表 
示 X : U 匚 S , 函数/。久： U — R 是可 微的. 特别地，下列函数是可 微的： 

1，关于某单位向量 veR 3 的高度函数 / i : s —r ,它定义为 h ( p)^p - v 9 pes , 其中点 
乘表示 R 3 中的通带内积，/1(/0是/ >6 S 关于过 R 3 的原点且垂直于 V 的平面的高度（图2，15). 



2. 点/ >6 S 离 R 3 中的一个固定点 p 0 的距离的平方， f ( p )= | p ~ p 0 I 2 . 取平方的必要性 
在于距离 j 户一々 0 i 在 p = p 。 处不 可微. 
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注2 命题1的证明实质性地应用了一个坐标映照的逆是连续的事实.为了定义曲面上的 
可微函数（一个有活力的概念）我们需要命题1，所以我们不能删掉正则曲面定义中的这个条件 
(见 2. 2附注 1). 

可微性的定义，能被容易地推广到曲面之间的映照的情形.考虑正则曲面 Si 的开集％到 
正则曲面&的连续映照 h wczs ,— s 2 , 如果在 pexju ) 附近和 S 2 上相应处给定参数表示 

兄 ： L7 ，匚 R 2 — S! ， X 2 :L/ 2 匚又 2 — S 2 

且扒 KUi )) 匚 x 2 ( u 2 )， 映照 ^ 

X 2 - 1 + X 】 ： 1a — 

是可微的（图 2 - 16 )，则称 4 在点 pew 是可 微的. 



图 2-16 


换言之，当 4 在局部坐标系中表示为 fU , ， = %)， < k ( u ” %)) 时， 士和 多 2 

有各阶连续偏导数，则彡是可微的. 

定义不依赖于局部坐标的选取的证明留作习题. 

我们应该说明，与可微性相联系的自然的等价性概念，是微分同胚的概念.两张正则曲面 

S 】 和$间如果存在可微映照 h ，，且有可微逆映照 f S 那么 s ,* s 2 是微分 

同胚的 • 这个卢称为从 S , 到&的微 分同胚 • 在研究正则曲面时微分同胚的概念所起作用，相 

当于向量空间中的同构或者欧氏几何中的全等.换 S 之，从可微性概念看来，二个微分同胚的 
曲面是不加区分的. 

例2如果 X : L / Ciy — S 是参数表示，那么； r 1 : X ( LO — R 2 是可微的.事实上，对任 
何 />6 xa /) 和/>点附近的任一参数表示 v 匚 r 2 — s ， x— 1 y™ 1 1 ( w ) 是可微 

的，其中 


w = X(U) n Y(V) 
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第 2 章 


这说明 U 和 X ( LO 是微分同胚的（即每一正则曲面局部微分同胚于一个平面），这也表明了上述 
注1中所做的等价性是合理的. 

例 3 设&和士是正则曲面，假定 SiCVCZR 3 , 其中 V 是 R 3 中的开集，么 V — R 3 是可 
微映照并旦 MSdCZS . 那么4在 S , 上的限制 sH Si: S 3 — S 2 是可微映照.事实上，对给定的 
pes ! 及户的附近的参数表示 X 1: a — S ! 及 S 2 中的相应参数表示 X 2: U 2 —S 2 , ^( X ^ L /,)) 
ex 2 ( L /,), 我们有可微映照 

1 XV + X! ： u, — u 2 

下面是这个一般例子的特殊情况. 

1 . 设 S 关于: ry 平面是对称的，即，如果 ( j ：，； y ， 那么 （ x ， 一 z ) ^ S . 这时将 S 
中任一点映到它对称点的映照 cr : S ~* S 是可微的，因为它是] R 3 中将（: r ， 2 ) — ( X ， V ， 一 ^)的 
映照 n R 3 — R 3 在 S 上的限制.这当然可推广到关于 R 3 中任一平面对称的曲面情形. 

2 . 设 ㈤ 一 R 3 是关于％轴旋转0角度的映照，又设 SCR 3 是这个旋转下不变的正则 
曲面，即当 />6 S 时那么限制 S — S 是可微映照. 

3 . 设多： ：? . 3 — R 3 由 

^(xjy^z) = {xa ,yb,zc) 

给定，其中 a ， 6和 r 是非零实数，> 显然是可微的，4在 S 2 上的限制4 f f 是从球面 

S 2 = { (x^y 9 z) G :X 3 ;:r 2 + jy 2 + 之 2 = 1 } 

到椭球面 

| (x 9 y 9 z) G R 3 ; ^ = 1 1 

的可微映照（参见本章附录例 6). 

注 3 命题 1 ( 见例 2 ) 意味着参数表示 X : t / C ： R 2 4 S 是 t / 到 X ( LO 上的微分同胚 • 事实 
上，我们现在能把正则曲面刻划成 R 3 中局部微分同胚于¥的这种子集 SC 3 3 ; 即对每一点 
/> es , 存在 p 在 S 中的一个邻域 V ，开集 UCR 2 和微分同胚映照 X : U ^ V . 这个优美的特征 
可作为处理曲面的起点（见习题 13 ). 

现在我们可以回到曲线论，并且从这章的观点来处理曲线，即将它们看作 R 3 的子集.我 
们只提及某些基本点而将详细展开留给读者. 

符号 J 表示直线 X 上的开区间， R 3 中的正則曲线是具有下列性质的子集 CCR 3 : 对每点 
/ >6 C ， 存在 > 点的一个邻域 VCR 3 和一个可微的同胚 a : / CR - VflC , 使它的微分映照 
对每个 （ 6 / 是 1 对 1 的（见图 2 - 17 ). 

可以证明（习题 15 ) 参数的变换由微分同胚给出（象曲面一样）.从这个基本的结果可以确 

定什么时候某个借助于局部坐标得到的性质是不依赖于坐标选取的，这种性质便是集合 C 的局 
部性质. 

例如，在第 1 章中定义的弧长已证明是不依赖于参数选取的（习题 15 )，所以是集合 C 的 
性质，因为总能用弧长作为正则曲线 C 的局部坐标，那么由此确定的性质（曲率，挠率等）是 C 
的局部 性质. 这也说明在第1章中建立的曲线的局部理论对正则曲线依然 成立， 

有时候，用一种特殊的方法移动某一正则曲线，也可定义曲面，下面的例子就是这种 
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情形. 

例 4( 旋转面） 正则平面曲线 C ， 围绕它所在平面上与曲线不相交的某轴旋转，得到集合 
Sd '^； 我们取平面作为曲线所在的平面，^轴为旋转轴.设 

jc — f(v) » z = g(v) 9 a <C v <i b^f(v) > 0 

是曲线 C 的一个参数表示， w 表示绕 Z 轴旋转的角度.这样，我们得到从开集 C 7 ={ U ， 1；)6 

〆 • 

JR 2 .； 0<«<2tt, 到 S 中的一个映照（图 2-18): 

XXw，xO = ifiv) cos^ ^ f (v) sinu 


z 



很快会看出: T 满足正则曲面定义中参数表示的条件.因为 S 能完全被类似的参数表示所覆 
盖， S 是正则曲面，称为旋 转面. 曲线 C 称为 S 的 母线， Z 轴称为 S 的旋转轴， 被 C 的点 所描 
述的圆称为 S 的纬线（平行环），呵 C 在旋转时的不同位置则称为 S 的经线（子午线）. 

为说明： r 是 S 的一个参数表示我们必须验证 2.2 定义1的条件1，2和 3. 条件1和3直 


接可得，留给读者作练习.为说明 X 是同胚，首先证明 X 是1对1的.事实上， （/( W ， 

是曲线（:的一个参数表示，给定2和¥+父=(/(^)) 2 ,我们能唯一地确定认因此 x 是 
1对1的. 

注意到，又因为 （/( v ), g ( v )) 是 c 的参数表示， t ； 是^和 yp + y 的连续函数所以是 （ x ， 
V , d 的连续函数 • 

为证明； T 1 是连续的，只要说明《是（1，幻的连续函数.为此，首先注意到若 《^7 t ， 
因/(1)尹0，有 

s\nu 

1 十 COSM 




所以 u 二 2arctan -- — - 

x + 7 x 2 ^~y 2 

这样“乒兀时，“是0, > z ) 的连续 函数. 类似地，若《是在 7 C 附近小区间中，我们得到 


u = 2arccot - - —— 

—jt H~y x 1 + y z 

因此，《是(1，>， d 的连续 函数. 这证明了 X — 1 是连续的，也就完成了验证. 

注 4 在我们的旋转面的定义中有一个小问题，如果 CQR 2 是闭正则平面曲线，它关于 R 3 
中的一个轴 r 是对称的.那么， 围绕; •旋转 C ， 我们得到一张曲面，可证明它是正则的，且也 
应该叫做旋转面（当 C 是圆周时且 r 包含 C 的直径时，该曲面就是一个球面）.为在我们定义中 
包括这种情况，我们必须排除二点，即 C 和 r 相交的二点 • 由于技术上的原因，我们希望保留 
原先的术语而称后一种曲面为 广义旋转面. 

I 

关于曲面的定义还得做最后一点评述.我们已以3 3 中的一个子集作为（正则）曲面的定义. 

如果我们既要考虑曲面的整体性质，又姜考虑它的局部性质，这是正确的处理方法，读者也许 

感到疑惑，我们为何不象曲线一样将曲面简单地定义为参数 曲面. 这是可以如此做的，而事实 

上相当数量的微分几何经典书籍采取了这种办法 ♦ 只要仅仅考虑局部性质这就无伤大雅.但是 

在后一种方法中，基本的整体概念，像定向性(将在 2*6 和 3 .1 中处理），必须被略去，或得到 
不适当的处理. 

不管怎样，参数曲面的概念有时是有用的，这里将它介绍一下. 

定义2参数曲面 X : UCZR 2 —5 R 3 是从¥中开集1；到把的一个可微映照，集合 XOOCIR 3 
称为 X 的轨迹.如果微分映照 K 2 — R 3 在所有 gGU 是1对1的(即向量对所有 

是线性独立的 h 那么 X 是正则的.不是1对1的点 get / 叫做 X 的一个奇点， 
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注意，对参数曲面，甚至当正则时，它的轨迹可以是自身相交的. 
例5设是正则参数曲线.定义 

X(t^v) = a(t) + va f (t) , G I X IX 

螫 

X 称作 a 的 切线面 （图 2-19). 

现在假定《的曲率 6 ( 0， ze 1对所有 ？ e /是非零的，并且将 x 
的定义域限制于卩={(〖， v)eixR ； t ； 关 0}. 那么 

= a (t) + va f it) — a (t) 

3 t o v 


目 


c 9 X 

T 7 


A 


d A 

r) 7 ； 




va'U) A a (t) 7 ^ 0, (t ， v) € U 


因为对所有/，曲率（见 1.5 习题 12) 


k(t) 


a"it 、 A a (Q 

~~ I aU ) r 


是非零的.因此， X 的在 L 7 上限制 X : 是正则参数曲面，它的 

轨迹由两个连通片所 组成） 而它们的公共边界是集合 a(J). 

下列性质说明，我们可以将微分几何的局部概念和性质推广到正 
则参数曲面中去. _ 

命题2设 X : 17匚: S 2 —: S 3 是正则参数曲面， gGU 是其中一点. 
那么存在 g 在; 2 中的一个邻域 V ，使 X ( V ) CR 3 是正则曲面. 

证明这又是反函数定理的一个推论.记 



图 2-19 切线面 


Xiu ^ v ) = ( x ( u ^ v ) ^ y ( u ^ v ) yz ( u 9 v )) 

由正则性，我们可以假定 （3 ( x ， y )/^( u , v ))( q )^0. 定义一个映照 F : UXR — R 3 . 

F(ujV^t) = (xiu^v) ^y(u f v) 9 z(ufv) + ?) (u 9 v) ^ U > t R 

那么 det ( dF v ) = H ， ^ ( g )7^0 

据反函数定理，存在 g 的邻域和只0的邻域研 2 使厂 W X ^ W 2 是一个微分 同胚. 置乂= 
W , nu , 且观察到 F|v = X | v ， 这样， XOO 微分同胚于 V ，所以是疋则曲面.证毕. 


习题 ㊀ 


*1. 设 s 2 = u ： r , e r 3 ； /+ y+d = i } 是单位球面且设 a : s 2 — s 2 是（对映的）映 

照 A ( X ， > 2) = (— I ， 一 J ， 证明： A 是微分同胚 • 

2 . 设 self 是正则曲面， 7 C : s — R 2 将每点 P6S 映到它在) R 2 = { (: r , ： y ， z )^ R z ; z = 0} 
的正交投影. 7 T 是可微的吗？ 

3. 说明抛物面 z = * r 2 +y 微分同胚于平面. 

4- 构造椭球面 


O 跳过这节证明的读者也应该略去习题13〜 16. 
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和球面之间的微分同胚. 

、5■设 scy 是正则曲面， s—r 由 c / (/ >)-= | p-po I 定义， 其中夕 es ， p 0 e : x 3 , 
Po € S ； 即 d 是从 A 到不在 S 上固定点扒的距离* 证明： d 是可微的. 

6. 证明：曲面间的可微映照的定义不依赖于所选取的参数表示. 

7. 证明： “ S , 微分同胚于 S 2 ”的关系是正则曲面集合中的等价关系. 

w 8. 设 S 2 = { (: r ，： y ，^) e ^ 3 ; x 2 + y + z 2 = l }， H ={( x ， y ， z ) e ' R 3 ; x 2 +y 2 ~z 2 ^l}. 
] V =(0, 0， 1) 和 S =(0, 0， 一1) 分别是 S 2 的北极和南极.设 F : S 2 — { N } U { S } — H 定义如 
下： 对每点 fGS 2 — 彳 iV } U { S }， 设户到^轴的垂线交 <9之于考虑从 g 点出发的过 p 点的半 
直线那么(图 2-20) 证明： F 是可微的. 

9. a . 定义正则曲线上可微函数的概念.为使定义有意义需要证明什么？现在不要证明它. 
如果你没有略去本节的证明，将要求你在习题15证明它. 
b . 说明由 

I 

E(t) = (cost^sint) ^ ^ X • 

定义的映照 e : : = { (工， y ) eR 2 ; = 是可微的（它的几何意义是 e 将 r 沿 

s lw 卷起来”). 

10 •设 C 是平面上位于直线 r 一侧的平面正则曲线，它和/•交于>， g 两点（图 2-21). 为 
保证 C 关于 r 旋转生成一个广义(正则）旋转面， C 该满足哪些条件？ 




11- 证明： 旋转面 S 绕它的轴旋转是 S 的一个微分同胚. 

12. 参数曲面对描述除去有限个点和有限条直线后成正则曲面的集合2经常是有用的.例 
如，设 C 是不通过原点0=(0, 0, 0) 的正则参数曲线〜 （ a ， b )~^ R \ 设2为过定点 O 和动 
点 P 6 C ： 的直线/所生成的集合（以 O 为顶点的锥面，见图 2-22). 
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a . 找出参数曲面 X 使它的轨迹为2; 

b . 找出 X 非正则 的点； 

c . 从2上除去那些点后余下的集合是正则曲面？ 

M 3. 证明： 在书中（定义 1) 给出的函数/: VCIS — 

R 的可微性的定义等价于下列 命题 ： M pev , 如果/是 
定义在 W 中包含 /) 的开集上的可微函数在 V 的限制， 

那么/在 々是可 微的.（如果我们从这个可微性定义出 
发，我们就能将曲面定义为局部微分同胚于 R 2 的 点集； 

见注 3-) 

I 

14. 设 ACS 是正则曲面 S 的一个子集. 证明 ： A 
本身是正则曲面的充要条件是 A 在 S 中是 开的； 即八= 

UPS ， 其中 L 7 是 R 3 中的开集. 

15. 设 C 是正则曲线， a: 7 CR — C 和/?: /匚跤― C 是曲线 C 在点户6«(/)门戸（/)=灰邻 
域中的两个参数表示 + 设 

h = a ~ x • 

是参数变换 * 证明： 

a . ^是微分同胚. 

b . C 在 W 中弧长的绝对值不依赖于它的参数表示的选取，即 

广 f C 

I a ’ ⑴ | dt = I ^(r) I dr 

^ l 0 J r o 

t — /i (r) ? t ^ I ^ r G - / 

* 16. 设又 2 = { U ，3 N ^> eR 3 ; —1} 等同于复平面 C ， 方法是置 ( x ，> - l ) = x+iy = 

? ec . 设 p : c — c 是复多项式 

P(0 = + a \ r 1-1 + •••+‘， ^ 0, a, ^ C i — 1 »**• ,n 

以心表示3 2 = {( 1 , wee 3 ; x 2 + y +/ = i ) 到 c 2 的球极投影（取北极 iv =( o , o ， i ) 为 
极点）.证明由 

F ( p ) = tG 1 。 P 。心（/0， p 6 S 2 — { N } 

F(N) = N 

给出的映照 F : S 2 — S 2 是可微的. 

2.4 切 平面； 映照的微分 v 

在本节中，我们将说明正则曲面 S 定义中的条件3保证了对每点 /> GS ， 曲面 S 上通过夕 
点的参数曲线的切向量的全体，组成一个平面. 

曲面 S 在某点/> 6 S 的切向‘量是指可微参数曲线 a : (― e , e ) — S , a (0) = p 的切向 
量 a (0). 

命题1设久：卩匚史― S 是正则曲面 S 的参数表示，并设 get /. 2维向量子空间 

c ^ X ,( R 2 ) d R 3 
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与 S 在 X ( g ) 的切向量全体一致. 

证明 设 W 是在1( 9 )的切向量，即灰=/(0)，其中 a : (- e , e ) — X ( LO 匚 S 可微且 
a ( 0 )= X ( q ). 据2,3例2,曲线（一 e , e) — U 是可微的.由微分的定义（第2章附 
录定义 1)，我们有 dX ,(//(0))= W ， 所以 WedX ,( R 2 ) (图 2-23). 



图 2-23 


另一方面，设其中 veR 2 . 显然 v 是由 

y ⑴ = tv J i - q , t G (一 e ， e ) 

给出的曲线 y : (~£, e )— 1/的速度向量.根据微分定义 W - V ( O ), 其中这说明 W 
是切向量.证毕. 

从上述 命题，通过 = f 点的平面 JX / R 2 ) 不依赖于坐标映照 x 的选取.这个平 
面就称为 S 在 p 点的切平面，记为 T ,( S ). 参数表示 x 的取法确定了： T / S ) 的一组基 

i 4 f ( g ) ， 它称为与参数表示 X 相关 的基. 有时为方便起见，记 


a x 

<9 v 




向量 W 6 T / S ) 在与参数表示 X 相关的基上的坐标.按如下方式确定.曲线斤（一 e , £ )-[/ 

的方程为卢 U )=( u ( r )， vU )) 9 卢 ( o ) = 9 = X — 1 (/0，那么， W 是曲线 cr = X 。存的速度向量 
^( 0 ). 这样 

a (0 ) =差 ( 叉。芦 )(0 ) = ⑴ )(0) 

= X u (q)u(0} + XJq)v(O) = W 

因此，在基 U H ( g ), X v ( g )} 下， W 有坐标 （ t /(0)， t /(0))， 基中 （《 U )， p ( z )) 是/ = 0处速度 
向量为 W 的一条曲线在参数表示 X 中的表达式. 

有了切平面的概念，我们就能说及曲面之间可微映照的微分.设 S , 和5 2 是二张正则曲 
面 ， h ves ,— s 2 是&中的开集 v 到 s 2 中的可微映照.对户 ev % 每个切向量 wer / s ,) 
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S 2 — {(x^y^z) ^ R 3 ； x 2 + y + 2 2 = 1 } 

R z . d ： R : i — R 3 是绕^轴旋转0 角. 那么只^在 S 2 上的限制是 S 2 上的可微映照（见 2. 3的例 3). 
我们将计算（以尺:，山（说）， pes 2 , Tt - eT ,( S 2 ). 设 a : (― e , e )— s 2 是可微曲线，满足 a (0) = 
p, z\0) = -w. 那么，因 R :』 是线性的， 

(dR z . d ) p (w) = 。 a(t)) |^o ~ R^. 0 (a(0)) — R:. 0 (vo) 


注意到保持北极 N = (0, 0， 1) 不动， mdR “ 0 U : 丁 v ( S )— 丁 V ( S ) 恰恰是在 T , v ( S ) 平 
面中旋转 0 角. 

回想一下，迄今我们所做的是将 ㈤ 中微分学的概念推广到正则曲面.因为，微分学本质 
上是局部性理论，我们定义了一个其局部在微分同胚 的范围 是平面的实体（正则曲面），因此这 
样的推广就变得很自然.也许还有希望将基本的反函数定理推广到曲面间的可微映照. 

设 h U (^ S ^ S 2 是一个映照，如果对存在/>点的一个邻域 V 匚 L /， 使4限制于 V 
是到开集 W ) CIS 2 上的微分 同胚， 那么称4为在/^点的局 部微分同胚. 用这样的术语，曲面 
上反函数定理的形式可表达如下. 


命题3 如果 S , 和 S 2 是正则曲面 ，心 UCSi — S 2 是开集17匚&上的可微映照，使会在 
/>61/的微分 c /心 是一个同构，那么#是 p 点的局部微分同胚. 

它的证明是在 f 中反函数定理的直接推广，将它留作习题. 

当然，微积分中所有其他概念，象临界点，正则值等确实都能自然地推广到正则曲面上定 

擎 

义的函数和映照. 


切平商还使我们能说两个相交曲面在其相交点的 

I 

角度 • 

在正则曲面 S 上给定一点/>，有二个 X 3 的单位向 
量*它们都正交于切平面： r p ( s ) ; 其中每一个都称为 p 
点的 单位法 向量.通过 户 点且包含点法向的直线称 
为 p 点的 法线. 两张相交曲面在相交点的夹角是它 
们在 P 点切平面的夹角（或它们法线的夹角 ）（ 图 2-25). 

固定/ > es 附近的一个参数表示 x : { jcr 2 — s , 
对每点 g 6 X ( L /)， 我们能以下列方式确定一个单位 
向量 





这样，我们得到一个可微映照 iV : X ( U )^： x \ 我们以后将看到 （2.6 和3.1)，不是总能将这 


个映照可微地推广到整个曲面 S , 

在结束本节之前，我们关于可微性问题做些说明， 

正则曲面的定义要求 C : 阶的参数表示，即它们具有所有阶的连续偏导数.对微分几何问 

题，一般地我们只需要某些阶的偏导数的存在性和连续性，具体的阶数因问题的性质而异（很 
少需要四阶以上的偏导数）. 
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如切平面的存在连续性，只依赖于一阶偏导数的存在和连续性.所以，可能发生这种情 
况，一个函数的图点点有切平面但不是充分可微以适合疋则曲面的 定义. 下列例子便是这种 
情况 • 

例3考虑函数 (:? +/) 2 的图，它是由曲线2 = 1+关于: r 轴旋转所生成的.因曲线 

关于2轴对称且有连续导数，它在原点为0，很清楚图) 2 以 o 平面为原点的切平 
面-但是，偏导数&在原点不存在，所考虑的图不是如前所定义的正则曲面（见 2. 2命题 3). 

我们不打算讨论这类问题 • 定义中 C " 的假定正是用来避免研究在各特殊问题中所要求的 
最低可微性 条件. 这些细小差异会有它们恰当的位置，但这里来处理可能会模糊问题的几何 
性质. 

习题 

* 1.设正则曲面由 /(. r ， >幻=0给出，其中0是/的正 则值. 证明它在 （; r 。， ％，％)的 
切平面方程是 


J J (x 0 ny 0 ^z 0 )(jo — Xo) +/.V (To ，: Vo ，之 0 ) ( J — 夕0〉 

+/: (: T 0 ， > ， 2f 0 ) (2 ： — z 0 ) = 0 

2 - 确定曲面 P + y — 在 u ，： y ， o ) 点的切平面，且证明它们都平行于=轴. 

3. 证明：一个可微函数 2： = /( x ， ： y ) 的图所确定的曲面在趴=(々， >) 点的切平面方程为 

2 ： = /(j： 0 9 y 0 ) + /_r(xo ，： yo) — *3 ： 0 ) 十 f y (.x 0 fyo^>(y~yo ) 

回想一下函数 /: F : 2 — R 微分的定义，且证明切平面恰为微分 d 八的图 • 

*4. 证明： 由2 = 1/(^/^)， x #0 所定义的曲面的切平面都过原点（0, 0, 0)，其中/是 
可微函数. 

5. 如果正则曲面的局部表示为 


X(u,v) == ai ( w) + a 2 (v) 

其中⑴和❿是正则参数曲线， 证明： 沿着这个坐标邻域中某固定坐标曲线的切平面都平行于 
一条直线. 

6•设 a: 是正则参数曲线，曲率处处 非零. 考虑 a 的切线面 （2.3 例 5) 

X(t ， v 、 = ait) va^t) j t ^ I ^ t ； 9 ^： 0 

证明： 沿曲线； C ( r ， 常数）的切平面都相同. 

7. 设/: S — R 由 f { p )= I /» — p 0 I 2 定义， peSRp 0 是 R 3 的固定点（见 2.3 例 1). 证 

明 d / p ( w )=2 w • (户一九）， ^ er / s ). 

8. 如果 L : :；?是线性映照， SCIR 3 是正则曲面且在 L 下是不变的，即 US ) CS . 证 
明： 限制 L | , s 是可微映照且 


dL p (w) - L(xv) 9 p e s , Ttr e T fi (S) 


9. 证明： 参数曲面 


X(u 9 v) = (vcosunvsmu f aw )- 
是正 则的. 计算它的法向量 N ( w ， u ) 且证明沿着坐标曲线 


关0 

’▲ oX 的切平面按下述方式围绕这 
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条线旋转，这个切平面与^轴夹角的正切正比于点 xu D ， W 到2轴的距离 t ；(= vV + y ). 

10.( 管状曲面） 设^ J — R 3 是具非零曲率的正则参数曲线， 且 以弧长为参数，设 

X ( s ， v ) ~ a ( s ) + r ( n ( s ) co^v + 6( s ) sinT ；) , r — 常数关0 ， e i 

是参数曲面（围绕《的半径为 r 的管道），其中 〃和 6是 a 的主法向量和从法向量， 证明： 当 x 
是正则曲面时，它的单位法向量是 

N(s ， tj) = — (n(s)cosv ~h ^(s)siinv) 

1 L 证 明：由 

X ( u 9 v ) = ( f ( u ) cosv , f ( u ) smv , g ( u )), f ( u ) ^ 0, g ^ 0 

定义的参数曲面的法线都通过 z 轴 

* 12. 证明： 下列任一方程 

x 2 y 2 + z 2 — ax 

x 2 + y 2 z 2 = by 
jc 2 + y z + z 2 = cz 

定义一张正则曲面，且全都正交. 

13,定义在正则曲面 S 上的可微函数/: S — 又的 临界点是满足 d / p = o 的点/ >6 S . 

* 设 /: S— X 由 

f ( p ) =1 P~Po U P 乏 S ， 队 ^ S (见 2.3 习题 5) 

定义. 证明： / >6 S 是临界点的充要条件是 /> 到化的连线在 p 正交于 s . 

b . 设 / i : S — R 由 = p • t ； 定义，其中7^又 3 是单位向量（见 2.3 例 1)， 证明 ： peS 
是/的临界点的充要条件为 t ； 是 S 在 /) 点的法 向量. 

H 设 Q 是三个坐标平面 x =0 ，y = 0, z = o 的并集 • 设>=(1，> ^) eR 3 - Q . 
a . 证明： 关于〖的方程 




= fU ) == 



. a > 6 > c > 0 

有三个不同的 实根： 

b * 证明：对任何 Q ， 由 /(/,) — 1 = 0， /( h ) — 1 = 0和 /( h ) — 1 = 0定义的集合都 
是通过 P 点的正则曲面，且两两正交. 

15. 证明： 如果连通曲面的所有法线都通过固定点，则曲面是球面的一部分. 

16 •设 it) 是正则曲面 S 在某点/ S 的切向量，且设 X ( u , r) 和 X(m, [) 是在/>点邻近的 
两个参数表示_假定 切在与 X («， v ) 及 Xd 相关的基下的表示为 


w = a\ X u + 02 X v 

及 zv =3' X - u + p 2 X : 

证明：如的两种表示间有下列关系： 


~ Ct ) 

$ 


3 U 丄 d U 

y ： + a2 了 a 
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其中 u = u ( u , tO 和 v = v ( u 9 t ) 为坐标变换的表本式. 

^ 17. 两张正则曲面&和 s 2 称为横交的，如果对有： r / sj 乒: r ， s 2 ) .证 
明： 如果 s , 横交于 s 2 , 那么 s , 是正则曲线. 

18. 证明： 如果正则曲面 S 与平面/>只交于一点/>，那么这个平面就是 s 在 P 点的切 
平面. 

19. 设 SCR 3 是正则曲面是平面.如果 S 的所有点在 P 的同侧， 证明： P 在 PflS 
的所有点与 S 相切. 

w 20. 证明： 椭球面 



的中心（0，0, 0) 到它切平面的正交投影组成一个正则曲面 如下： 

{ (X，） e :S 3 ; ( j: 2 y z ~\~ z 2 Y = a 2 x 2 b 2 y 2 c 2 z 2 } — {(0,0,0)} 

# 21. 设 /: S — ift 是连通正则曲面 S 上的可微函数.假定对所有 />6 S 有 J/ p = 0. 证明： 
/在 S 上是常数. 

12. 证明： 连通正则曲面 S 的所有法线交于一固定直线，那么 S 是旋转面. 

23. 证明： 在 2. 3的习题16中所定义的映照 F : S 2 — S 2 只有有限多个临界点（见习题 13). 
24•(链式 法则） 证明： 如果 h 和心 S 2 ^ S 3 是可微映照，且/ >6 S ,, 那么 

d(tp ° <f>) p = dtp Hp) ° dj> p 

25 •证 明：如果正则曲面 S 上的两条正则曲线 C , 和 C 2 在点/相切 ， I S — S 是微分 
同胚，那么 ) 和#<：' 2 )是正则曲线且在 #(/>) 相切. 

26.证 明： 如果 p 是正则曲面 S 上一点，总可适当选取坐标（: r ， y ， z ) 使 S 在 p 点附近可 
表示为 z = fU， : y ) 并且/(0，0) = 0，人（0， 0)=0, //0, 0)=0. (这等价于取 S 在 々点的 
切平面为 ： r _ y 平面 .） 

27 •(接 触理论）在: P 中的二张曲面 S 和豆，它们有公共点 />. 如果在 p 点附近 S 和豆存在 
具相同定义域的坐标映照 x («， x ») 及 * r ( w ， y ) ，使在户点有， x v = x v ^ 那么称 S 和 S 在 

P 点有>1 阶接触 • 进一步，如果在点有某些二阶偏导数相异，那么接 触阶恰恰等于 1 . 
证明： 

a . 正则曲面 S 在 p 点的切平面 7%( S ) 和该曲面在/;点有阶接触. 

b . 如果平面和曲面 S 在点有>1阶接触，那么这张平面就是 S 在/>点的切平面. 

c . 两张正则曲面有>1阶接触的充要条件为在 p 点有公共切平面，即它们在/>点相切. 

d . 如果 R 3 的两张正则曲面在/>点有阶接触，又 F : — R s 是: X 3 的微分同胚，那么 
F ( S ) 和 F (系也是正则曲面，且在 /(/>) 有>1阶接触（即>1阶接触概念在微分同胚下是不变 
的）. 


e . 如果两张曲面在 p 点有阶接触，那么其中是离公共法线 r 处平行于 
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该法线的直线被两曲面截得线段的长度. 

28. a 定义正则曲面上可微函数/: S — 3的正则值. 

b . 证明： 正则曲面上可微函数正则值的原象是 S 上的正则曲线. 

2.5 第一基本 形式； 面积 

迄今我们已经从可微性的观点看待曲面.本节中我们将开始研究曲面上进一步的几何结 
构.其中最重要的也许是我们现在来描述的第一基本形式. 

R 3 C ： S 中的自然内积在正则曲面 S 的第一切平面 7%( S ) 上诱导了一种内积，记为<，\ : 如 
果 W 2 eT p ( S ) C ： x \ 那么等于和灰 2 看作为 R 3 中向量时的内积.对这个 
对称双线性型的内积（即 〈 W , , W 2 >-< W 2 , Wd 且， W 2 > 关于 W , 和 W 2 都是线性的），对 
应有一个二次型 T P ( S)-*R ,它的定义 如下： 

I P ( W ) ={ W , W) P 

• ^1 W i 2 ^0 (1)， 

定义 i 在 t p ( s ) 上由方程 （ l ) 所定义的二次型 f ,， 称为正则曲面 scr 3 在 pes 的第一基 
本形式. 

4 

所以，第一基木形式只是曲面 S 如何继承 R 3 的自然内积的表达式.几何上看，正像我们 
过一会将看到的，第一基本形式使我们能测量曲面上的一些量（曲线的长度， 切 向量的 夹角， 
区域的面积）而不必回到曲面所在的外围空间 R 3 . 

现在，我们在相关于々点附近参数表示 X ( w , t ；) 的基 { X w ， 下，来表示第一基本形式. 
因为切向量了〃 （ S ) 是参数曲线 a (() = ， r ( O ) 的切向量， 4(— e ， £)，/ > = a (0) = 

• r ( a 。， v 0 ) ,我们有 

T^(a ； (0) ) = 〈 cr’(0) ， a(0) ^ 

= < X U M ' 十 x v v f , X u u f + x v v f ) p 
= ( X u , X u ) p ( u ) 2 +2( X u , X v ) p uv / + ( X v 9 XJ p { v ) 2 

= E ( u f r + zfuV + G ( v f y 

其中所涉及到的函数都在0取值，且 

E ( u 0 ， v 0 ) = ( X u ， X U )p 

Fiiio = ( X u t X „) p 

G ( Uo ? x ^ o ) ^ ( X v * X v } p 

是第一基本形式在 T ,( S ) 的基 { X ^ X „} 下的 系数. 让办在对应于 XU , W 的坐标邻域中变化， 
我们得到函数 E («， z ；)， F ( u , v ), G («, v ), 它们在该邻域中是可微的. 

从现在起，当从我们所涉及的那一点的上下文看是显然的时候，在内积 <，> A 和二次型 

0中将省略 下标， 为了方便，用同样的.记号<，>表示 R 3 中自然内积，代替以前的点积记号_ 

例 1 过 po = (* To ， >0，之0)且包含标准正交向量 W , =( a] * a 2 ， a A ) f W z = { b l , h 2 ^ 6 :i ) 的 
平面 Petr 的坐标系如下： 

I 

X(U ， v) = po + uWx + vW 2 y (u^v) ^ R 2 
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为计算任一点的第一基本形式，我们有 X v - W 2 ；因和 W 2 是单位正交向量， 
函数£：， F ， G 是常数并且 

E = 1, F = 0， G = 1 

在这平凡的情形，第一基本形式事实上是平面 P 中的勾股定理，即在基下坐标 
为 a ， 6的向量 W 的长度平方等于 a 2 +6 2 , 

例2圆周 x 2 +y = l 上的正圆柱面有参数表示 L 『一 R 2 , 其中（见图 2-26) 

X ( u , v ) = ( cosw ， sinw，TO 

(7 = {(w » t；) G ; 0< w 〈2 丌， 一 oo < r 〈 oo } 

为计算第一基本形式，我们注意到 

X u = (― sinw ， cosw ，0) ， X v = (0,0,1) 

E — sin 2 w + cos 2 m =1， F = 0 ， G =1 

要指出的是，虽然柱面和平面是不同的曲面，在前二个例子中得到相同的结果.以后将回 
到这个课题（见 4. 2). 

例3 考虑方程为 （ co SW ， S in W , a W ) 的螺旋线（见 1.2 例 1). 过螺旋线的每点，引直线平行 
于 ： r ： y 平面交于 z 轴.由这些直线生成的曲面称为正螺面，它有下列的参数表示： 

X ( u ^ v ) = ( vcosu ^ vsinu ^ au ) 

0 〈〃〈 2 丌， 一 oo 〈 t；〈co 

X 将 ㈣ 平 面中宽 2 k 的开带形，映照到正螺面上对应于沿螺旋线旋转 2 tt 的部分（图 2-27) .验 
证正螺面是正则曲面是直接的，留作读者练习. 



在上述参数表示下第一基本形式系数的计算给出 


E(a,v) = x; 2 + a 2 , F(u-,v) — 0, G(u ， v) 



正像我们前面提及的，第一基本形式/的重要性在于知道了 J 我们就能处理正则曲面上的 
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度量问题，而不必关心它的外 



空间 R 3 . 


这样，参数曲线 a: 的弧长$是 


s(t) = 


a it) I dt — 


VKa(t))dt 


特别地，如果 a (/) = X ( w ( f )， ！；(〖））落在对应于参数表示 XU , W 的同一坐标邻域中，我们能 
计算 a 在0到/间的 弧长： 


5(，）= 


^/E(u) 2 +2Fuv f +G(v) 2 dt 


而且，在 / = ~ 相交的两条参数曲线 a : J — S 的夹角0由下式得到 



cos ^ 


〈/( ， 0 )，夂(, 0 )〉 

TuJuJUT ) 


特別地，参数表示 X ( W ， W 的坐标曲线的夹角必是 


COS 彡 


{x ti ,x v ) 


F 


A 丨 I A 


VEG 


由此 得到： 参数表示的坐标曲线正交的充要条件是，对所有 （ w ， W 有 FU ， t ；) = 0. 这种参数 
表示称为正交参数表示. 

注由于方程（2)，许多数学家所谓的 . s •的弧长“元素” c / s 记为 

ds 2 = Edu 1 + 2Fdudv 4- Gdv 2 


它的意义是如果 a (〖）= ( w (〖）， i (?)) 是5上的曲线且 s = .、 U ) 是它的弧长，那么 



例4球面有参数表示（见 2.2 例 1). 

_ 

Xid^) — ( sin^cos^ , sin^sin^ , cos^) 

我们来计算它在这坐标邻域中某点的第一基本形式.首先，观察到 

必） = (cos^co , cos^si , — sin 没） 

X^(d^') = ( — sin^sin^ , sin^cos^ , 0) 

所以 

ED = {Xo ， X 0 ) - 1 

F ($^) = ( X tf , X ^) = 0 

G {6^) - ( X M X ^) = sin 2 ^ 

这样，如果 W 是球面在某点 X ( 心彡）的切向量，它在相关于参数表示 XW ， 彡)的基下可表示为 

W = aX 0 + bX^ ‘ 

那么 W 的长度平方是 

\W\ 2 = I(W) = Ea 2 ~\~2Fab+Gb 2 = a 2 +6 2 sin 2 0 

作为应用，我们来决定球面上的曲线，它与上述局部坐标系中的经线4=常数交固定角 /?. 
这种曲线叫做球面的斜驶线（恒向线）. 

我们可以假定要求的曲线是舛平面中曲线（久（0, 4( f ) 在坐标映照 X 下的像.在曲线 
和经线4=常数相交的点^(仏0)，我们有 
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cos/? = ，⑴〉 = 〆 

\ ^e\ \ a (t) \ ^WY 2 + (f) 2 s\n 2 0 

因为在基下向量 (/(/) 有坐标( 〆 ， 〆），向量X〃有坐标（1， 0 ). 由此可得 

((/) 2 tan 2 ^3 — （ (9') 2 sinY = 0 

或 _^1= 士 i 

sin 汐 tan 卢 

由此积分，我们得到斜驶线方程 


log tan(y ) =+ ( i > + r ) cot /? 

其中积分常数 C 得由曲线通过的点 X ( 汰，所决定. 

I 

另一个能用第一基本形式处理的度量问题，是计算（或定义）正则曲面上有界区域的面积. 
曲面 S 的一个开的连通子集如果它的边界是圆周在可微同胚下的像，且这个同胚除了有限个点 
外还是正则的（即它的微分非零），那么这个子集称为曲面 S 的一个（正则）域.曲面上的区域是 
域和它，的边界之和(图 2-28). S 的一个区域，如果它包含在 R 3 的某个球体内则称为有界的. 

我们来考虑包含在参数表示 X : 1/( 二又 2 — S 的坐 
标邻域 X ( U ) 中的有界区域兄换言之， i ? 是有界区 
域 QCZU 在 X 下的像. 

定义在17中的函数 | | 度量了由向量；^ 

和 X 。组成的平行四边形的面积.我们首先说明积分 

% 

\ X u /\ \ dudv 

J Q 

不依赖于参数表示 X . 



事实上，设X: UCR 2 —S 是另一个参数表示， 
满足 i ? 匚 X (0)， 置^二又― 1 !^).设 au ， v)/D ( u . 


图 2-28 


7) 是参数变换 。 X的 Jacobi 行列式.那么 


_ I 尤 /\ 兄 | dudv— _ \ X u f\ X v \ ^ dudv 

JJ Q JJ Q () (U ， V) 

= i X u A X v I dudv 
JJ Q 

其中，最后一个等式是根据多重积分的变量变换定理（见 Buck，Advanced Caloulus ^ p * 304)， 
因些就证明了不依赖于参数选取的断言，从而我们有下列定义. 

定义2设正则曲面 S 中的有界区域 RCS 落在参数表示 X : U (^ E 2 -* S 的坐标邻域中， 

正数 

_ I X u A | dudv = A(R ), Q = X -1 (R) 

«< Q 

称为尺的面相. 

对这样一种定义的几何合理性，有好几种说法，其中之一将在 2.8 中给出. 
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I X w A X. I 2 + (X„, X .) 2 =| X H I 2 - I X. I 2 

这说明 A ( i ?) 的被积函数能写成 

I X u A X J = VEG-F 2 

我们还要指出，在大多数例子中，区域尺包含在同一坐标邻域中的限制并不很强，因为 
在整个曲面上除去某些曲线外存在一些覆盖曲面的坐标邻域，而曲线对面积又无影响. 

例 5我们来计算 2.2 例6中环面的面积.为此我们考虑对应于参数表示 

X(u^v) ― ((a + rcosw))cosx /， (a + rcosw)sinvt rsinw) 

0 < w < 2 tt, 0<v<2tz 

r 

的坐标邻域，除了一条经线和一条纬线它覆盖整个环面.第一基本形式的系数是 

£= r 2 ， F = 0， G — (rcosu + a ) 2 


所以 vEG — F 2 =r(rcosu^~a) 

现在，考虑区域尺.它是区域 Q e (图 2-29) 在 X 下的像，而 (e 是小的正数) 

Q t = { (u^v) ^ K 2 ；0 + e ^ w ^ 27r — e ， 0 + e ^ v 2 k e) 
利用定义2,我们得到 


A ( R e ) = 




(rcosM + a)dudv 


Qe 


2 ic—^ 


0 +e 


(r 2 cosu + ra、du 




dv 


€ 


r 2 ( 2 tz — 2 e ) ( sin (2 丌一 e ) _ sine ) + m (2 tt — 2 e ) 


上式中令0,我们得到 


A ( T ) = limA ( i ? € ) = 47 r 2 ra 

£—0 

这和按初等方法，如利用关于旋转面面积的 Pappus 定理计算的结果是一样的（见习题 11). 
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习题 

1. 计算下列参数曲面在其正则处的第一基本形式 

a , X ( v ) = ( asinMCOsx ；, hslnusinv ^ ccosu ) ^ 椭球面 • 

b •入 （w ， v ) = (“wcosts bu^invj w 2 ) ， 補圆抛 物面. 

c . X(uj v ) = ( aucoshv ^ husinhv 9 w ? ) ， 双曲抛 物面. 

d - X ( w ， v ) — (asinhwcosw t bsinhusinu , rcoshw ); 双叶双曲面. 

2. 设 X ( w ， v ) = ( sin ^ cos ^, sin ^ sin ^, cos (9) 是单位球面 S 2 的局部坐标映照.设 i 3 是平面 
^ = ^： cota , 0< a <7 T ， 而/3是曲线 P HS 2 与半径线4= 所夹的锐角，计算 cos 0. 

3. 计算在球极投影的参数表示下球面的第一基本形式（参见 2. 2习题 16). 

4. 给定参数曲面 

X ( u ^ v ) = ( ucosvtusmv ^ logcost ; + u ) t 一 ^ v <Z ^ 

2 l 

I 

证明： 二条曲线 x ( W ] ， t ;)，- r ( M 2 , 仍在所有曲线 X ( M ， 常数）上确定了长度相等的线段. 

5. i 正明： 在曲面 z = /( x ， y ) 的有界区域尺的面积 A 是 

A = Vl + fr + fydxdy 

Q 

其中 Q 是 R 在^3；平面上的垂直投影. ‘ 

6. 证明 

Xiu ^ v ) = (wsinacosr , wsiruzsinx ^ » wcosa ) 

0 < w < oo, 0 <x»<2tc ，a = 常数 

是顶角为 2 a 的锥面的参数表示，且在对应的坐标邻域中，证明曲线 

X ( cexp ( i ； sinacot /3) , C = 常数， ^ =常数 r 

和锥面的母线常数）交常角尽 

7. 曲面在参数表示 * rU ， W 下的坐标曲线所组成的任意四边形如果对边相等，则称为 
Techebyshef 网.说明： Techebyshef 网的充要条件是 

d E 3 G A 1 

-=-= 0 

d u 3 u 

*8 •证 明： 只要坐标曲线构成 Techebyshef 网（见上题），就能对坐标邻域选取新的参数表 
示，使对应的第一基本形式的系数是 

E = 1, F = cosdj G — 1 

其中0是坐标曲线的夹角. 

*9. 证明： 旋转面上总能取到参数表示使 ^ 

E E { v ) ^ F = 0, G = 1 

10. 设 P ={(： r ， y ， ； 2： = 0}是: r ： y 平面且设 x : LT — P 是 P 的参数表示 

X ( p ^ d ) = (^ cos ^^ sin ^) 

其中 
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U = { dp . Q ) e P > Q ， 0<6<2 t ：} 

计算在这种参数表示下 P 的第一基本形式的系数. 

11. 设 S 是旋转面， C 是它的母线（见 2. 3例 4). 设 S 是 C 的弧长， 〆 $)为 C 上对应 S 的 
点到旋转轴的距离. 

a . (Pappus 定理） 证明： S 的面积是 

•/ 

2 k p ( s)ds 
Jo 

其中 Z 是 C 的长度. 

b . 应用 a 的结果 jl * 算旋转环面的面积. 

12- 证明： 曲线 a 的半径为 r 的正则管道（参见 2. 4习题 10) 的面积是 2 Kr 倍 a 的长度. 

13- (螺旋面） 既作为旋转面又作为嫘旋面自然推广的广义螺旋面可如下得出. 设 C 是正则 
平面曲线，它与该平面中的轴£不相交. C 绕 E 作縹旋运动，即 C 的每一点在运动下形成以 
E 为轴的螺旋线（或圆周），那么由此形成的集合 S 称为以 E 为轴以 C 为母线的螺旋面， 如果 
螺旋运动纯粹是围绕 E 的旋转， S 是旋 转面； 如果 C 是正交于 E 的直线， S 是正螺面（一部分) 
(见例 3). 

设2为旋转轴， C 在: yz 平面中， 证明： 

a . 如果 （/ U )， 貧 G )) 为 C 以弧长为参数的参数表示， a < s < b , f ( s )>0, 那么 X : U^S 

_ 

是 S 的参数表示，其中 

L /={(5， w ) GR 2 ; a <C 5 < 6, 0 <C w <C 2k} 

X ( s , w ) = (/( s ) cosu ，/( s ) sinu ， g ( s ) + cu ) 5 c = 常数 
证明： S 是正则 曲面. 

匕上述参数表示的坐标曲线是正交的（即 F =0) 充要条件是或者是旋转面或者是正 
螺面（一部分). 

U •(曲面上的梯度） 可微函数/: S — R 的 梯度是 一个可微映照 grad /: S — R 3 ，它将每一 
点/^5对应一个向貴 8 1^/(/0 6乃（3)匚又 3 ,使对所有 veT p ( S ), 

< grad /(/>) ^ v) p = df p iv ) 

证明： 

a . 如果£， F ， G 是某参数表示 X : — S 下的第一基本形式的系数， 那么在 X ( U ) 

中 grad / 是 


grad / = 


— f v F y . f v E — f u F y 

EG - F 2 u 卞 ¥ G - F 2 


特别地，如果 S = R 2 用通常的 ： y 坐标 


*gradf = f x e' 十 / > 2 

其中是:1 2 的规范基（因此，它和平面中通常的梯度定义是一致的）. 
b - 如果设 P ^ S 为固定一点而 r 在 T “ S ) 中的单位圆周=1上变化，那么是 
最大的充要条件是 r = g r ad// | grad/ | (这样， grad/ 给出了 /在点的最大变化方向). 

c ， 如果在等值线 C = S ; /(9)=常数}上的所有点 grad /#0， 那么 C 是 S 上的正则曲 
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线且 grad / 是 C 在所有点的法向. 

15* (正交曲线族） 

a . 设 E 、_ F 、 G 是正则曲面 S 上某参数表示 X : U 匚 R 2 — S 下的第一基本形式的系数.设 

= 常数和 0( 心 常数是 X ( U ) CS 上的二族正则曲线（见 2.4 习题 28) 证明： 这两族 
曲线正交（即不同族的曲线只要相交，它们的切线就正交）的充要条件是 

本 一 Fij> u ip v + 必冰 ） + Oj> u ip u = 0 

b . 利用上结果证明例3中正螺面坐标邻域 X ( xO 中的两族曲线 

VCO^U =常数， V ^ 0 
(.V 2 + a 2 ) sm 2 u — 常数， I # 0， m ^ tc 

是正交的. 

2.6 曲面的定向 e 

本节中我们将讨论在何种意义下和什么情况下曲面可定向.直观上，正则曲面 S 的每一点 
P 有一张切平面 7\( S )， 它的一个定向的选取诱导了 P 点邻域中的一个定向，即沿着这邻域中 
每一点的充分小闭曲线正向运动的概念（图 2-30), 如对每点 P 6 S 能做这种选取，使在任何两 
个相交邻域的交集中所取的定向是一致的，那么 S 称为可定向的.如果不能做到这样， S 就叫 
做不可定向的. 



现在我们将这个想法精确化 • 对正则曲面 S 上一点 p 的某邻域固定一个参数表示 X ( m , 
^)，我们就确定了切平面 7；( S ) 的一个定向，即相关于有序基 { X w ， X v } 的定向.如果户属于 

另一个参数表示 Xd 7) 的坐标邻域，新的基{又?，可用老的基表示为 

► 

X, - X u ^-hX v ^ f x- v = x u ^-hx^ 

O U d u d v d v 


o 在初次阅读时本节可略去. 
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其中7)， 7) 是坐标变换的表 示式. 所以基 { x „， xj , 和{右，又 - J 定义 r p 
( S ) 相同定向的充要条件是坐标变换的 Jacobi 行列式 

(1 (u ^v) 

卩 (u,v) 

是正的. 

定义1如果正则曲面 S 能被一族坐标邻域所覆盖，使得若 々6 S 属于族中二个邻域，那 
么坐标变换 Jacobi 行列式在 P 点是正的，则 S 称作 是可定 向的.这样一族坐标邻域的选取称 
为 S 的一个 定向， 在这种意义下称 S 为定向 曲面.如果这样的选择不可能，曲面称为是 不可定 
向的. 

例1由可微函数的图所定义的曲面（见 2.2 命题 1) 是一个可定向曲面.事实上，能被一 
个坐标邻域所覆盖的所有曲面是平凡可定向的. 

例2球面是一个可定向曲面.我们不用直接计算，而采取一般地讨论.球面能被坐标分 
别为 （心 W 和(？， 7) 的二个坐标邻域所覆盖（利用球极投影，见 2. 2习题 16) 使得这二个坐标 
邻域的交集 W 是连通集（球面减去二 点）. 对 W 的任一点 如果在点坐标变换的 Jacobi 行 
列式是负的，我们在第一个坐标系中交换《和〜那么 Jacobi 行列式变成正的，因在 W 中 
Jacobi 行列式不为0，且在/>点为正，从 W 的连通性得到 Jacobi 行列式处处为正，所以，存在 
一族满足定义1的坐标邻域，从而球面是可定向的， 

根据前面的讨论易知.能被二个坐标邻域覆盖且它们的交集连通的正则曲面是可定向的. 
在给出不可定向曲面例子之前，我们来给出 Y 中正则曲面定向性概念的几何解释. 

在 2. 4中我们已经看到，在点给出一个坐标系 X ( u , v )， 按下列规则 

我们确定了 点单位法向量 N + 取了/>点的另一个局部坐标系 S )， 我们看到 

X, A X, = (X w A X,) -l (/，》 (2) 

d (u^v) 

其中 3( w ， v)/d u , 9 是坐标变换的 Jacobi 行列式.所以， iV 是保持它的符号还是改变它的 
符号，这分别取决于9(«， v )/ 3 ( u 9 5) 是正还 是负. 

所谓开集 UCIS 上的 可微单位法向量场， 是指可微映照 N : U ^ R \ 它将每点 geU 对应 
于 S 在 g 点的单位法向量 JV(g)6R 3 , • 

命题1正则曲面 SCR 3 为可定向的充要条件是在 S 上存在可微单位法向量场 iV : S 

证明 如果 s 是可定向的，就能以一族坐标邻域覆盖它，使族中任意两个坐标邻域交集中 
坐标变换的 Jacobi 行列式是正的 • 在每个邻域中的点 p = t ;) 处，用 （1) 定义 iV (/0 = 

N ( w ， 当 p 属于坐标分别为 ( m ， u )，（ S ， S ) 的二个坐标邻域时，根据方程 （2) 法向量 N ( w ， 
W 和 N ( S ， 9是一致的，所以 AK /0 是有意义的 • 而且，根据方程（1)， R 3 中 iV ( M ， v ) 的坐标 
是（《， W 的可微函数，这样，映照 iV : S — R 3 是可微的，这正是所要求的. 

另一方面，设 S — P 是可微单位法向量场，考虑一族覆盖 S 的连通坐标邻域.对每个 


正则曲面 


IT 


坐标邻域 X ( LO , U 匚 2 的点 p = X («， t ；)， 根据/ V 的连续性，可能做到（如果必要交换《和仍 


事实上，内积 


N(p) = 


X u f\ X. tJ 

\~x tt A x. I 


■ 〈释 

是 t ( LZ ) 上的连续函数.因： r ((7) 是连通的，/的符号是 常数. 如果/ 二一 〗，在参数表示中交 
换《，■^的次序，因此证实了前面的断言. 

以这种方式来处置所有的坐标邻域，在任意二个相交邻域，如 XU ，.〃) 和 X («，5) 的交集 
中， Jacobi 行列式 


(u f v ) 

(I (u ^v) 


当然是 正的； 否则，就会有 


X ff A X v 
X, A x 7 . I 


— N( p)= 


X- A X,. 
1 X- A X, 


— N(p) 


这是矛盾的 • 因此给定的坐标邻域族，在心 U 次序适当交换后满足定义1的条件，所以 S 是 
可定向的.证毕. 


注 如 ffi 明所示，为了 S 是可定向的，我们呆要求 S 上连续申位向量场的存在性.这种向 
量场就自然是可微的. I 


例 3我们现在来描述不可定向曲面的例子，即所 in 的 Mobile 带.它可用如下的方式得 
到： 考虑方程 7 +y =4的圆周 S 1 和在 W 平面上）= 2， | ^ ! <1的开线段 AS (图 2-31), 
将中点 r 沿 S 1 移动，同时围着 c 在平面中转动，当 r 沿圆周转过角度“时， 


围绕 C 转了 ■! 角度 • 当 C 围绕圆周移动一周时， AB 转到原来位置，但端点相反.从可微性观 

点看，这像将矩形的（垂直）对边重合起来，使边上每一点重合于它的对称点（图2 31)，从 
而给出矩形的一个扭曲. ’ ^ 



图 2-31 



几何上，显然 是正则不可定向曲面.事实上，如果 M 是可定向的，那么存 

在一个可微单位法向量场:3人沿圆周 P+y =4取这些向量，我们看到 N 环绕一周 
回到原处时变为一 N ， 这是矛盾的. 

现在，我们给上述事实一个解析的证明. 

M 3 bius 带的一个坐标系 X : U — M 为 


X(u^v) 



2 — t；sin 


sinw 


2 —— vsin — 


cosw 


ICOS 


其中 0< m <2 tt ， -1< V <1. 对应的坐标邻域少掉了开区间 w = 0 的点. 
轴上，我们得到另一个参数表示 XG , 7) 如下： 



然后把 U 的原点取在 X 




它的坐标邻域是去掉区间 W = 这二个坐标邻域覆盖了 MSbkis 带，从而可用来说明 Mobius 

带是正则 曲面. 

我们看到该两坐标邻域的交不是连通的, ％ 但由两个连通分支 

Wi = < u <C 2n 

w 2 = |x(«,v) ；0 < M < j 

所组成. 

坐标变换是 ' 




在 Wi 中 


和 

u -^ + u 

2 ^在 w 2 中 


%) = 一 

V j 

由此可得 

3 ( u ， v ) 
d ( u 9 v ) 

— 1 o » 在 中 

和 

3 (ui v ) 
d ( u , v ) 

—— 1<0，在 w 2 中 


为说明 Mobius 带是不可定向的，我们假定有一个可微单位法向量场 TV : M — R 3 . 对 
X («， W 坐标邻域中的任何点/>我们总可假定 


正则曲面 
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Nip ) = 


X u f\ X v 

\ x u ^ x v 


如有必要可交换《， zW 欠序，类似地，在5(5, 7) 坐标邻域所有点可假定 


Nip ) = 


X-u A Xy 

X- A X- 


但是在 w , 或识 2 中，坐标变换的 Jacobi 行列式必须是一 1( 这依赖于须作[这类变 
换的哪个），如果/>是交集这个分支中的一点，_么 N ( p ) 二 一 AKp ), 这是矛盾的. 

我们已经看到，由一个可微函数的图所定义的曲面是可定向的.现在我们还会看到，由一 
个可微函数正则值的原象定义的曲面也是可定向的.这就是难以构造: X 3 中不可定向正则曲面 
的原因之一. 

命题2如果正则曲面的定义为 S ={(: r ， y ， z ) GR 3 ，/( x ，： y ， z )=^ a } 9 其中 /: UCZie 
— R 是可微的， a 是 / 的正则值，那么 S 是可定向的， 

证明给定 一* 点 （ Xo ， 3\)， Z 0 ) = pe S ， 考虑 S 上 Z 时通过夕点的参数曲线 （: r ( U ) , 
y (0, Z ( t ))， rej 因曲线在 S 上，对所有我们有 


9 y(t) = a 

关于£微分上式两边，我们看到在 Z = 处有 


这说明曲线在/ = &处切向量正交于 在声点 的向量 （/〃 /；, 又_).因曲线和点是任意的，因此 







fr 


fy 


2 


f. 


+ fy+n vtt+tt+ti Vfi + n+ri 


是 s 上可微单位法向量场 _ 利用命题1，这意味着 S 是可定向的.证毕. 


最后的附注，定向性绝不是正则曲面的局部 性质. 局部地，每个正则曲面微分同胚于平面 
中的开集，所以是可定 向的. 定向性是整体的性质，它涉及到整个曲面.在本书后面（第5章) 
将讨论更多的整体性质. 


习题 

1. 设 s 是被二个坐标邻域％和 v 2 覆盖的正则曲面.假定 v , nv 2 有两个连通分支， 
w 2 ， 且坐标变换的 Jacobi 行列式在\^中为正在灰 2 中为负 ♦ 证明： S 是不可定向的. 

2, 设&是可定向的正则曲 面且么 S '— S 2 是可微映照，它在每点 /?6 S t 是局部微分同 
胚. 证明： S , 是可定向的. 

4 

3 -能否给出 M 6 bius 带面积概念的意义 • 如果能做到这点，建立计算它的积分. 

4 •设 S 是一个可定向曲面， { t/J 和{%}是覆盖 S 的两个坐标邻域族（即， ULT „- S = U 
Vp 且满足定义1的条件（即在每一族中，坐标变换有正的 J aco bi 行列式）.如果这两族覆盖的 
并构成的覆盖仍然满足定义1的条件，我们说 { LU 和％}定义了 S 相同的定向. 

证明： 正则、连通、可定向曲面只能有两个不同的定向. 

5. 设 h S ,- S 2 是微分同胚. 
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第 2 章 


a . 证明是可定向的充要条件为 S 2 是可定向的（从而微分同胚保持可定向性）. 

b . 设&和5 2 是可定向曲面且取了定向，证明微分同胚中诱导了 S 2 的一个定向.利用球 
面的对径映照（见 2.3 习题 1) 来说明这个定向可能不同于原来的定向（见习题 4)( 这样，定向本 
身可以不被微分同胚所保持，但是注意，如果 S 1 和&是连通的，则微分同胚或者保持定向， 
或者变换定向）. 

6, 定义正则曲线 CdF 定向的概念，且职明：如果 C 是连通的，在习题4的意义下至多 
存在两个不同的定向（事实上，恰恰存在两个定向，但这更难证明）. 

7. i 正明： 如果一个正则曲面含有微分同胚于 MSbius 带的开集，那么 S 是不可定向的. 

2.7 紧致定向曲面的一个特征 e 

2. 6命题2的逆命题是成立的，即在 F 、 3 中的一个定向曲面是某可微函数正则值的原象.它 
的证明不是平凡的 • 即使对紧致曲面（在这节给以定义）的特殊情形，证明仍是有启发性的，且 
提供了微分几何中整体性定理的一个有趣例子.这-节将完全致力于这个逆命题的证明. 

设 SC 是可定向曲面.证明的要害点在于说明在通过的法线上，在 p 周围能选取 
长度为2〜的开区间 j 〆 。 随 p 而变），使当/时，这样，并集 u 八 ， pes 
构成 P 的开集 V ，它包含 S 且有性质，通过 V 的每一点，只有一条 S 的法线 通过； V 称为 S 
的管状邻域 （图 2-32). 



图 2-32 管状邻域 


暂且假定可定向曲面 S 的管状邻域 V 是存在的，那么我们能定义函数如下；固 
定 S 的一个定向.观察到管状邻域 V 的任二个线段八和户关 9 不相交.这样，通过每点 
P 6 V ， 存在 S 唯一的法线与 S 交于一点定义 g ( p ) 是到 P 的距离，它的符号由户点单位 

法方向的方向所决定.如果我们能证明总是可微函数，0是 g 的正则值，我们将有 5 = 

这就是所要证明的. 

我们现在来开始证明可定向曲面的管状邻域的存在性 • 首先证明这个事实的局部形式，即 
我们将证明对正则曲面的每一点 P ， 存在一个/>的邻域，它有管状邻域， 

命题1设 S 是正则曲面， X : [7— S 是某点 二 x ( 叫，队 ）6 S 附近的参数表示.那么存 

在夕在 S 中的一个邻域 WCZX(LJ) 和数 e >0, 使通过 gew 点以为中心长度为 2e 的法线^相 
交 （ SP ， ⑽有 管状邻域）. 


G 这 IV 在第一次阅读时可略去. 


证明考虑映照 UXf 


S 它的定义如下 


F(u ^v ； t) = X(w ， t?)+ ， N(w ， v )， (u ,v) ^ U^ 

其中 iV («， v ) = ( N , ， N ” NJ 是在 

X ( u ， v) = (x(u ， v) ， y(u ， v) ， 2 ： (m ， v)) 

的单位法 向量. 几何上， _F 将“柱体” L / X 7 的（《，0点映到 S 的法线上距离 XU , W 为 r 的 
点. F 显然是可微的，它在0的 Jacobi 行列式为 


r) x r)> y d 

r ) U r ) u c ) 

fl x d y D 

r? v f? V r) 

/v, N v N z 


X u A X, I 7 ^ 0 


根据反函数定理，在 L/X R 中存在一个平行六面体，例如 w 
-£</<£， 在它上面 F 是1对1的.但是这意味着在矩形. 


d<iu<Zu 0 + 5 ， z;( } 一 d<Zv<iv 0 + 茂， 


U ( ： 


d <i u <i u t) ~^r 8^ v Q — ^ <C f <C tvo + ^ ^ — e <i t <i 


于 F 下的像 W 中，以 ( yew 为中心长度 <2 e 的法线段不相交，证毕. 

在此，观察到下列事实就较方便.假定管状邻域 V 存在，则上面定义的函数 V — R 是 
可微的，且以0作为正则值.这些事实是局部的结果且能被立即证明. 

命题 2 假定可定向曲面 SCZT 的管状邻域 VC =:5 3 是存在的，且选取 S 的一个定向.那 


么如上所定义的函数 g : V 


是可微的且以零作为正则值，其中 g 定义为从 V 的一点沿过这 


点唯一的 S 的法线到 S 的有向距离. 

证明我们再来看命题1所定义的映照 F : LTXR 


，其中我们假定参数表示 X 与给定 


的定向相容.以 * r ， >，=表 7KF ( w ， 1 ；， t ) = X(uj v ) + tN ( u , t ；) 的坐标，能记 

F ( u ， v ， t ) = ( jc ( u ^ v ^ t ) , y { u ， v ，0 ， z(u 

因为 Jacobi 行列式 3 O ， y ， z )/ S ( u , v , 0 在， = 0 非零，我们能在某平行六面体 Q : 


Wo ^5< W < M 0 +5 9 


Vq 


d <i v <i v 0 8^ —e<C(〈e 


中取 F 的逆，得到可微映照 


(x,jy ,2:) = (u(jo 9 yjz) , v(x^y,z) , t(j^jy 9 z) ) 

其中（丁，： y ， z)e F ( Q )^ V . 但命题 2 中的函数 V — R 恰是户 f ( x ，： v ， z ). 因而， g 是可 
微的，进而， 0 是#的正则值，否则对/ = 0 的点 ， 


所以，微分映照 c / F 」在 z = 0 是奇异的，这是不可能的.证毕. 

为了从局部定理过渡到整体定理，即为了证明整个可定向曲面管状邻域的存在性，我们需 
要一些拓扑上的讨论，我们将限制于紧致曲面，对此现在来加以定义. 

设八是£?的子集.我们说 々6 R 3 是 A 的极限点，如果；)在中的每一邻域包含一个不 
同于々的点 • 如果集合 A 包含它所有的极限点则 A 称为 闭集. 如果集合 A 包含在 F 3 的某个球 
中则称为有界的.如果 A 是有界闭集，则它被称为紧致秦. 


球面和环面是紧致曲面.旋转抛物面 z = * r 2 +/, ( I ， y ) G ] R 2 是闭曲面但是是无界的， 
它不是紧致曲面，平面中的圆盘1 2 +/<1和 MSbius 带是有界的但不是闭的，因而也是非紧 
致的. 

我们将需要 R 3 中紧致子集的一些性质，现在来叙述一下， R 3 中二点心 q 6 R s 间的距离 
记为 dip , q ). 

性质 l(Bolzano-Weierstrass) 设 ACZR 3 是紧致集，那么， A 的无限子集至少有 A 中的一 
个极限点. 

性质 2( Hein e - B 0 re l > 设 ACR 3 是紧致集，且 } 是 A 的一族开集使得 LLR = A ，那么 
能从中取岀有限个 U t ] ， 仏 2 ,…， U k ；= A , f = l , 

I l n i 

性质 3( Lebes g ue ) 设 ACT 是紧致集，且 } 是 A 的一族开集使得 U a U a = A ，那么存 
在一个数5>0(开集族 { UJ 的 Lebesgue 数），使对任何/>，只要小户， q 、<8 , 那 么户和 
g 属于某个 

性质1和性质2通常在高等分析教程中证明.为完整起见，我们现在来证明性质 3. 本书 
后面（第5章附录）我们将以更系统的方法处理 i 中的紧致集且给出性质1和2的证明. 

性质 3 的证明 假定没有满足所述条件的 5>0; 即给定 j ， 存在么和^， d ( p n ， q tl )< 
七， 但化和 L 不属于族中同一个开集. 令 n = l ， 2,…，我们得到二个无限点集 {/>„} 和 

{ q 丄 据性质1，它们奋别有极限点/>和士因为 d ( p „， ％)<+，我们可以取到极限点 > 二仏 

因 p 6 A = U „ L / fl ， 所以多属于某个 U a ， 且因是开集，存在以夕为中心的开 SB e (/ OCL / a ， 
又因为 P 是和{%}的极限点，当《充分大 时点 〆 和&落在 B e ( 户 ）0^ 中： 即 At 和〜属 
于同一个 R ， 得到矛盾，证毕. 

用性质2和3,我们现在来证明可定向紧致曲面管状邻域的存在性. 

命题 3 设 SCR 3 是正则、紧致、可定向的 曲面. 那么存在一个数 e <0 使对 S 中任何两 
点户、9,分别以它们为中心、长为 2 e 的法线段不相交（即 S 有管状邻域). 

证明 根据命题1，对每个 p € S ， 存在邻域和数 ep >0, 使命题对中的点及 £ =^ 
成立_让 A 在 S 上变化，我们得到一族 { WJ ， [ JW P = S . 根据紧致性(性质2)，能取有限个 

S 

w ， ，…， (对应 于& ，…， ej 使 UW , = S ， z = l , — , k . 我们将说明所要求的 e 为 



其中 5 是开集族 {WJ 的 Lebesgue 数（性质 3). 

事实上， 设二点 fi ， geS . 如果它们都属于某个 W ,.， ^=1，…，々，那么以/>和 g 为中 
心，长为&的法线段不相交，因 £<£,• 如果/ I ， g 不属于同一个沢,，那么 Wp ， q )> S ， 若以 
/>和 9 为中心，长为 2 e 的两法线段在 QeR 3 点相交，我们有 

2 e ^ d ( p ^ Q ) + d ( Q , q ) > d ( p ， q ) ^ S 
这与 e 的定义相矛盾.证毕. ♦ 
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将命题1，2和3合起来我们得到下列定理，它是这一节的主要结果. 

定理设 SCZV 是正则紧致可定向的曲面.那么存在开集 VC ??， V 二 iS (精确讲是 S 的管 
状邻域）和一个可微函数 V — R , 它以0为正则值且 S 二公… （0). 

注1对可定向曲面，即使它不是紧致的也能证明它管状邻域的存在性，所以定理没有紧 
致性限制时也成立但证明的技术性更强.在这一般情况， e (/ O >0 不像在紧致情形是常数，而 
随户而变化. 

注2可以证明 Y 中的正则紧致曲面是可定向的，所以，在定理中（紧致情况）可定向性假 
设不是必要的，这个事实的证明在下列参考资料中能找到 ： HL Samelson u Orientability of 
Hypersurfaces in R w ，, Proc . A . M . S . 22(1969)，301 〜 302. 

2.8 面积的几何定义 ㊀ 

在这一节中，我们将对 2. 5中给出的面积定义，说明它在几何上的合理性，更仔细地说， 
我们将给出面积的几何定义，并且证明在正则曲面中有界区域的情况，这样的定义将导致在 
2. 5中给出的面积公式. 

为了定义区域的面积，我们先将 i ? 分割为有限个区域 R ,， 使 i ?= U 方,，其中任两 
个尺的交或者是空集或者由双方的边界点所组成（图2-33)，记这样分割为洸 i ?, 的直径是艮 
中任何两点距离（按: ㈤ ）的上确界.给定分割少的所有尺直径的最大值，称为分割淨的模^ 
如果我们将每个尺再行分割，我们得到尺的第二次分割，它称为少的细分. 


Ri 



图 2-33 


给定 i ? 的一个分割 

R=\JRi 

I 

我们任取一些点尺/，且将尺按艮在 A 点的法向投影到 A 点的切平面，这个投影记为 
艮，它的面积记为 A (艮） • 和式 Da (瓦）直观上可理解为尺面积的近似值. 

I 

如果取越来越细的分割％ ，乂，…，％ ，…， 使％ 的模 〜收敛 于零，而和式 5] A ( R ) 


o 这一节在第一次阅读时可略去. 
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存在一个极限，这个极限又不依赖于分割的选取 . 那么我们说 R 有面积 八（尺），它为 

A(R) = lim (.Ry) 

d 

这个定义的启发性讨论诗在下列 R . Courant 的书中 找到 ： Differential and Integral 
Calculus , Vol , II ， Wiley - Inlerscience , New York ， 1936， p . 311. 

我们将证明，正则曲商的有界区域的确有面积.我们将限于讨论包含在同一坐标邻域中的 
有界区域，并且求得用对应坐标系的第一基本形式系数表示的面积公式. 

命题设是正则曲面 S 中的坐标系，且设 K = 是含在 X (17) 中的 S 的有界 

区域.那么 R 的面积是 


A ( R ) = \ X u A X v \ dudv 

JJ Q 


证明 考虑 K 的一个分割尺 = U 忑,.因 i ? 是有界闭集（所以是紧集），我们能假定分割是 
足够的细，以致尺中任何二条法线不正交.事实上，法线在 s 中连续变化，那么对每点 
存在在 s 的邻域，使其中任何二条法线不正交.这些邻域组成覆盖尺的一族开集，考虑 
只的一个分割，使它的模小于这开覆盖的1义&6叫1^数（见2.7，紧致集的性质.3)，这分割就满 


足所要条件. 


取定分割的一个区域尺及一点 
我们想计算尺在 A 点切平面法向投影艮的面积. 
为此，考虑 R 3 的新坐标系 P . xyz 它由 Oim 经平移 
/>，及使2轴转到点法线的旋转而得，且二个坐标 
系有相同定向（图 2-34). 在 R 3 的新坐标系下，参数 
表示为 

■' • 

X(u,v) = Cx(u^v) , 3 ?(« ，幻)， z(ujv )) 

其中又（《， y 的明显形式并不要紧，只要知道它是 
x («， 仍经平移及正交线性映照后得到的就足够了. 

我们看到在(^中3 (5， y)/d («, v) 垆 0, 否则尺 

中某些法向量的^分量是零，从而尺中有二条正交法 
线，与我们假定矛盾. 

A (艮）的表达式为 



ACRi ) = —dxdy 

* L 

因 3 ( X ， y )/^ ( u , 我们能考虑坐标变换 5 = p ) ，(“， r )， 将上式改 

写为 


注意到在 A 点向量和属于^ 平面； 所以在 p , 点 



正则曲面 
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所以，在九点 

因此， 


f) ix^y) 
d ( u ^ v ) 


3 X 八 3 X 

t) U r? V 


(〕 ( x ^ y ) 

d (U ， V) 


d X A 3X 

YZ A ~^o 


=e,(w ， xO ， （ m ， v) 6 Q, 


其中 e ,( w ， 仍是 a 上连续函数且因向量的长度在平移和正交线性变换下不 
变，我们得到 


d X 

c ) u 


A 


d X 

D v 



d ( x ^ y ) 

d (U ， V) 


一 ei(u ， v) 


现在设和/^是连续函数£,(«，仍在紧致区域 Q , 中的最大值和最 小值； 因此 


所以 





3 ( u ^ v ) 


d X 

d u 


A 


3 X 

f) v 


< M ； 


dudv ^ A(Ri ) 


对所有尺做同样的估计，我们得到 


4八以 


r? 


a 


dudv ^ Mi 


kMJ 


dudv 




^mAdQ.) < 2 A( ^>- 


I dudv ^ ^]MjA (Qj) 


现在对给定的分割不断细分，使模 / i — 0,那么叫，所以，存在极限 ZA (及山它为 


A(i?) 




Q 


9X ±x 

d u 3 V 


dudv 


它显然不依赖于分割的选取及每个分割中久的选取.证毕， 

附录连续性和可微性简述 

V 

T 用来表示《个有序实数组 ( A ，…， x „) 的集合 v 尽管我们只用到， R 2 , W 的情 
形，但更一般的 T 的概念既统一了定义而且在引进时又没有更多的 困难； 如果读者愿意，可 


以想像为巧或在那些特殊情况，我们将用下列更为传统的 记号： 油 " k 用 jr 或/，对 R 2 用 

(工，： y ) 或 （ w ， V )，对 R 3 则用 （ j ：， y ， 之）. 


A. ： R n 中的连续性 


首先，我们来明确一个点^邻近于给定点的概念. 

:?、 〃中以 /> a ==(： r ?， …， W ) 为中心， e >0 为半径的球（或开球）是集合 

BApo ) ^ {( A ，…， xj e R "; (-ri — M ) 2 H - h (^ - X ° w ) 2 < e 2 } 

这样，在》中，玖 （ A >) 是以 p 。 为中心，长为 2 e 的开 区间； 在 R 2 中(/>。） 是以扒 为中心 e 为 
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半径的圆盘的内部；在？中，尽（於,>是用以外为中心 e 为半径的球面作为边界的区域的内部 
(见图 A 2-1). 



如果对集合中的每一点/>，存在一个球 BJ / OCLT ; 那么集合 U 称为 开集； 直观 
上，这意味着 U 中的点完全被 [； 的点所包围，或者充分接近于 U 中点的点仍然落在 [/ 中. 
例如，集合 


{ (x^y^> G R 2 ; a<ij ： <ib 9 c<iy<Cd} 

容易看出是 R 2 中的 开集. 但是，如果其中的一个严格不等式，如 jt <6 改为: r <6， 集合就不再 

是开的了.没有一个以点卜，为中心的球还落在集合中， 而 ( b ， 这点是属于该集 
合的（图 A 2-2). 



图 A 2-2 





正则曲面 
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为了方便，把]以中包含点 P 6 R /' 的开集说成是/>的邻域. ， 

从现在起，用 UCZR " 表示 V 中的开集. 

我们回忆一下，对单个实变量的实函数/: L 7 C：<^X ,如果对任何 e >0， 存在^>0,使 

X — JT 。 | <3时有 

| fix 、一 fixo ) I <C £ 

那么称 / 在: T 。 点是连续的.类似地，二个实变量的实函数/: L / CZR 2 —1 R 称为在（: r 。， y 0 )eu 
是连续的，如果对给定的€〉0,存在3>0,使当（: r — 心） 2 + (3； —>) 2 <妒时 

I fix ^ y ) — /( x 0 ) I < e 

球的概念将上述定义统一为下列一般定义的 特例： 

对映照 F : 如果对给定的 e >0, 存在5>0,使 

匚 BAF ( p )) 

4 

那么称 F 在点 pet / 是连续的. 换言之，如果任意接近于 F (/0 的点是充分接近于 户 的点的像， 
则 F 在 p 是连续的，容易看到，在；2=1，2和 m = l 的特殊情况，这和前面的定义是一致的. 
如果 F 在所有点是连续的，则称 F 是在 L 7 中连续的（图 AL 3). 



给定一个映照 F : LTd — R ' 我们可以按如下方式确定 n 个变量的 w 个函数.设$ = 
( A ，…， x n ) eU , f ( p ) = ( y ” …， y M ). 那么，我们能记 

: yi = /i ( 工 1 ， … ， x„) ， … 9 y m = f m (x } ， … ,x n ) 

函数 /, : U^R , z _= l ， …， w 是 F 的分量函数， 

例 1( 对称）设 F : R 3 — R 3 是映照，它将每点对应到它关于原点的对称点, 
那么 _ F (/0 = —/>，或 

F(x^y^z) = (_ 义， — y, — z) 





88 


第 2 章 


&的分量函数是 

/i (x,y,z) =— x, f 2 (x,yjz) =— y, (jr,y y z)=——z 

例 2( 反演）设 F : ? 2 —{(0, 0)}— F 2 定义如下，记 I /> 丨为点 p e r 2 到原点 （0, 0)=0 
的距离，按定义， F ( p ), p^O 属于半直线 Op 且 | F ( p ) I - \ p \ -1. 这样 F (户 ) = />/ \ p \ 2 
或 


F 的分量函数是 


Fix ； y )= 


x 


X 1 y 



ioc . y ) ^ (0,0) 


/, (x,y) 2 1 ■> ， / 2 ( 工 ， 30 = ■ 、i 

Jr + + 

例 3( 投影）设 7 T : F : 2 是投影 7 T (: r ，： y ， z ) = ( jr , y ) ^ 那么 y , z ) = x f f 2 { x ， 

: y ， z)=y. 

下列的命题说明，映照 F 的连续性等价于分量函数的连续性. 

命题1 F ： L / CR h —] R w 是连续的充要条件是其每个分量函数 Ud — R ， z -1, 
m , 是连续的. 

证明假定 F 在/> 6 U 是连续的，那么对给定的 e >0, 存在3>0，使卩（私（/?))(3 
B t ( F ( p ))， 这样，如果 9 e ^( p )， 那么 

F ( q ) e b £ ( F (/>)> 

即 

(/i ( g ) — /i ( P )) 2 十…+ (/ w (<7) — / w (/>)) 2 < e 2 

这意味着对每个 z = …， / n，I I < e . 所以对给定的 e >0， 存在》>0，使当 

时 I I < e , 因此每个 /, 在 p 点是连续的 • 

反之，设/，，/=1，…， m 在/>点是连续_的.那么对给定的 £ >0，存在次 >0使当成私， 

(户） 时 I L ( q )- f ,( p ) I < e / y ^. 置 SCzninS , ，设 g 云私（/>)，那么 

(/i (<?) — /! ( P )) 2 + …+ ( 九 （ g ) — / m ( p )) 2 < e 2 
所以， F 在/>点是连续的，证毕. ' 

由此推得例1，2, 3中的映照都是连续的. 

例4 设 F : U 匚 R ，那么 

Fit ) = (： r 】 ⑴，…， x ,„ ⑴）， t ^ U 

这就是通常所谓的向量值函数，且 F 的分量函数是向量的分量 • 当 F 是连续，或等 

价地，函数 x ,(0， i = l ， …， w 是连续时，我们说尸是]以中的连续曲线 • 

在大多数应用中，不用球而用邻域的语言来表示连续性，显得更为方便. 

命题2映照 F : ^在 pea 是连续的充要条件是对^(>)在!^中给定的邻域 V ， 

存在/> 在？ w 中的邻域 W ， 使 FCW ) CZV . 

证明假定 F 在户点 是连续的，因 V 是包含 F ( f ) 的开集，它对某 e >0 包含球 
B f ( F ( p ) h 据连续性，存在一个球 fV /0= W ，使 

F ( W ) = F ( B s ( p ))[ 坎 （ F (/0) 匚 V 


正则 曲面 
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这就证明了条件是必要的. 

反之，设条件 成立. 若给定 e >0 以及集 V = B e ( F (/0)， 按假定，存在/>在又”中的邻域 W 
使 F ( W ) 匚 V ，因 W ■是开集，存在一个球这样， 

F(B s (p)) CZ F(W) CZV = B e (F(p)) 

所以 F 在 p 点是连续的.证毕. 

连续映照的复合生成一个连续映照.具体地说我们有下列命题. 

命题 3 设 F : UCIR "— M 和 G : V 匚. 是连续映照，其中 C 7 和 V 是开集且 F ( U )[ 
V ，那么是连续映照. 

证明设 /> eU ， V 是 G 。 F ( p ) 在3/中的邻域，根据 G 的连续性，存在 F ( p ) 在 R ” 中的邻 
域 Q ， G(Q)dV. 根据 F 的连续性，存在/>在11"中的邻域 W ， F ( W ) dQ , 这样 

G 。 F(W) CZ G ( Q ) C ： V 

所以， G 。_ F 是连续的，证毕. ‘ 

常常有必要处置定义在 R ’ （ 中任意（不一定是开的）集上映照的连 续性. 为将前面的想法推 
广到这种情形，我们进行如下. 

设 F : ACIR ”— 是一个映照，其中 A 是 X ”中的任意 集合. 我们说 F 在 A 中是连续的， 

如果存在一个包含 A 的开集 UCZT 和一个连续映照 F : U -* IR M ,使 F| A = F ， 换言之，如果 

F 是定义在包含 A 的开集上的连续映照在集合 A 中的限制. 

显然，如果 F : ACZR :— 又™是连续的，设/ > eA ， 对给定的 F (/>) 在中的邻域 V ,存 

在/ > 在]^中的邻域 W 使 F ( WRA ) CV ， 为此，方便的是称集合 WH A 为 在 A 中的邻城 
(图 A 2-4). 




图 A 2-4 

例5设 

E = i^(jc 9 y,z) 6 R 3 ； ^ + + == 1 J 

是一个楠球面，设 3 T : S 3 — 又 2 是例3的投影‘那么 It 在£:上的限制是 E 到 R 2 的连续映照 • 

我们说连续映照 _ F : ACTR n — R " 是到 F ( A ) 上的 同胚， 如果 F 是1对1的且逆映照 F _1 : 
F ( A ) CR n —] R ^ 是连 续的. 在这种情况 A 和 F ( A ) 就是同 胚集. ' 

例6设 F : R 3 — X 3 为 
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F ( x ^ y , z ) — {xa 9 yb ^ zc ) 

F 显然是连续的，且 F 在球面 

S 2 — { Cx 9 y , z ) 0 R 3 ? x 2 + y 2 + z 2 = 1} 

上的限制是连续映照 F : S 2 - R 3 . 观察到 F ( S 2 ) = £， 其中 E 是例5的椭球面，显然， F 也是 
1对1的且 

这样， F ^= F ] 丨£:是连续的，所以尹是球面 S 2 到椭球面£上的同胚. 

最后，我们想描述闭区间[心幻， 

[<2,6] = {jt ^ R ； a 《 X 《 b } 

上连续实函数的两个性质（即下面的命题4和 5), 及闭区间[>， 6] 本身的一个重要性质.它们 
在本书中将被反复用到. 

命题 4 ( 介值定理） 设/: |>，是定义在闭区间 [ a , 6] 上的连续函数.假定 / U ) 到 
/(6)有相反符号，即 /( a )/(6)<0. 那么，存在一点 Ce ( a ，6) 使 /(0)=0. 

命题 5 设 f : [a, 是定义在闭区间 1>, 6] 中的连续函数.那么/达到它在 [a, 6] 

中的最大和最小值，即存在 A , x 2 e [ a , 6], 使对所有: r € l >，6] 有 /( aX / GX / Ca ). 
命题 6( HeineBorel ) 设 [a ， 6] 是闭区间， aGA 是 [a, 6] 中开区间的集合，使 UL = 

[“，6]，那么，在厂中可选取有限个\，仏， …， A ，使 Ul =[ a ， 6]，纟=1， 

* s n i 

K 这些命题是高等微积分教程中的标准定理，这里将不证明.但是，在第5章的附录中将提 
供证明（分别为命题6，13和 11). 

B . 1”中的可微性 

设/: UCZ \1 . / 在* 的导数是极限（如果它存在） 

/( x 0 ) = lim f (三 P + h )— f U 0 ) ， Xo+h ^ v 

h^o n 

当 / 在 m 的一个邻域 V 的所有点有导数时，我们能考虑/: V ~* R 在&点的导数，称为/在 
• r 。 点的二 阶导数 /(心），如此可一直考虑下去 • 如果/在: r 。 点有各阶连续导数，它就称为在 
A 是可微的.如果它在 C ； 的一切点可微，就称它在17中是可微的. 

注可微性一词，表示有时称为无穷（或 e 阶）可微的概念.这个用法不要和初等微积分 
中用来表示一阶导数存在的术语相混淆. 

设 F : L / CR 2 — R ， /关于 x 在 ( x 。， ： ^)617 点的偏导数是 单变量函数: r -/(: r ， 火）在 x 。 
点的导数（如果存在），记为 （ 3//3 j ：)(: r Q ，>)• 类似地，关于 3 ；在（: r 。，>) 点的偏导数 
( 3 f / d y )( x 0 , y 0 ), 被定义为函数: y -^ yXo :。， ： ) 在: y 。 点的 导数. 当/在 （ x Q ， ： y D ) 点的某邻 
域 V 的所有点有偏导数时，我们可以考虑在 U 。， ％)点的二阶 偏导数 

Ilf 

r 7 ^ \ d x } d x 1 * 3 jr V 9 y ) 3 x 3 y 

^-(±f)= d2 f d (^f\ 3\f 

d y\ d X I d y d 工 ’ d y\ 3 y ) d y z 
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如此等等.如果/在 （ X 。， >) 点有各阶连续偏导数，它就称为在 (X 。， >) 是可微的.如果它在 
U 的所有点是可微的.那么称它在 U 中是可微的.有时，我们把偏导数记为 


3 


d X 




^ f 


3 


y 


/•V ， 


d 


2 


d X 


f xjr 


d 


2 


3 x d y 


f，y 


d 


2 


y 




fyy 


有一个重要的 性质： 当 / 可微时，/的偏导数与求导的次序无关，即 


a 


2 


rl 


2 


d 3 


cl 


3 


3 x 3 y 


3 y 3 x 




B 2 jc d y 


d X d y d X 


，等等 


X 


偏导数和可微性定义容易推广到上的函数/: — 如 （ 3 // d X 3 ) 

；：) 是单变量函数 



JC% /(ydZ ， … ) 

的导数. , 

更进一步的重要性质是，偏导数满足所谓的链式法则.例如，若 x = t；)，：y = ： y ( M ， 

w )， 仍是 L / CR 2 中的实可微函数而 /( x ， >幻是 R 3 中的实可微函数，那么复合函 
数 /( x ( w ， I )， y ( u ， v )， zU ， w )) 是 U 中的可微函数，并且比如/关于 m 的偏导数为 

3 / = d / 3 jo _|_ ^ / a y I d f d z 
3 u d x 3 u d y 9 u 3 z 9 u 

现在我们将可微性的概念推广到映照 F : LK = R "- HR ' 我们说 F 在点是可微的，如 
果它的分量函数在/>点是可微的，即记 

PXa ，…，: T n ) = (/ 〆 々，…， J ：„)， 

时，函数/,， i = U …， m ， 在点有各阶连续偏导数_如果 F 在 U 的所有点都可微，则它在 
U 中是可微的. . 

对 m = i 的情形，这重复了前面的定义 • 对的情形我们得到：^ 1 中可微 (参数） 曲线的 
概念.在第1章中，我们已在 R 3 中看到过这一对象.为了达到我们的目的，需要将第1章中 
切向量的定义推广到现在的情形.映照 L / CIX — R w 在？。617点的切 向量是 中的向量 

a (to) = (x'i (~) ， … ， Jr’ w (， 0 )) 

例 7设 F : U 匚3、 2 —又 3 为 


F 的分量函数，即 


Fiu ^ v ) = ( cosMcos ^, coswsin * y , cos 2 ^) , ( w , Ty ) ^ U 


f'(u ， v) = cosucosv 9 f 2 (u^v) = cosusinvif 3 (ujv) = cos 2 v 

在 U 中有各阶连续偏导数.这样， F 是 U 中是可微的 • 

例8设 a: U 匚 : R — R 4 为 

a(t) = (t 4 ,t 2 ^t 2 ,t) ft ^ U 

， 

那么， a 是 R 4 中可微曲线，且 a 在 /的切 向量为 ，⑴ = (4; 3 , 3 f 2 , 1). 

例 9 对给定的向量和点我们总能找到一条可微曲线 a: (— e ， e )— 
U 满足 a (0) = 九和 ^/( O ) 二 只要定义 《（一£，£)•如记 = …， 

O 和 W =( W \ ，…， W ,„)， a 的分量函数是 +^ W ；， i = l , rn , 这样， cz 是可微 
的， a (0) = p Q ，且 
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a '(0) 二 （ xUo )， …，乂 （0)) 二 = w 

现在，我们来引进可微映照微分的概念，它在本书中将起重要作用. 

定义 1 设 F : ( 7 匚 R "— P 是可微映照.对每点/ > ei /， 我们附上一个线性映照 JfV : R H - 
:， ' 它称为 f 在 f 点的微分，定义 如下： 设 We 2 % a (- e , e )— L ； 是一条可微曲线，满足 a ( 0 ) 
a ( 0 )- W . 根据链式法则， 曲线戶 =厂。以 (- e , e )— f 也是可微的.那么（图 A 2 - 5 ) 

dF p (W) = 〆 (()） 



图 A 2-5 


命题 7 上述的定义不依赖于通过 p 切于 W 的曲线的选取，并且是一个线性映照. 
证明为简化记号，我们证明 t / CR 2 — F 3 的 情形. •设 （ a , W 是 R 2 中的坐标 ， （h > 
之)是 O 中的 坐标， 设 h = ( l , 0 ), e 2 = ( l ， 0 ) 是 S 2 中的规范基且，=( 1 ， 0 ， 0)，/ 2 = ( 0 , 
K 0 ) 和乃=( 0 , 0 ， 1 ) 是 W 中的规范基.那么我们能记 a (/) = U ( 0 , e ). 

a ’（0) ~W = + v { Q ) e 2 

F ( u ^ v ) =( x ( u ^ v ) ^ y ( u ^ v ) ^ ziufv )) 以及 
/?( ，） =F 。 a(t) 

~(x(uCt) ^yiu(t) ， t ( Z )) ， 之 （ “(f)) ， t；(/))) 

这样，利用链式法则且取/ = 0 处导数，我们得到 


〆（()）= 


( ^ x du , 3 x dv \r\( 3 y du , 3 y dv \ . , / 9 z du , d z dv \ r 
\ ^ u dt S v dt r l \ 3 u dt d v dt K 2 十 石 Yv dt /^ 3 




= dF p (W) 
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这显示了在 i 2 和 R 3 的规范基下的矩阵形式，它只依赖于 F 的分量函数: r ， > z 在 p 
点的偏导数.因此 c /匕 是线性映照，且显然不依赖于 a 的选取. 

读者能毫无困难地将这样的讨论推广到更一般的情形.证毕. 

dF pZ 在 R " 和 P 规范基下的矩阵，即矩阵（3.厂/3乃）2 = 1，…， m ， ）= 1，…， 

w 称为 F 在々的 Jacobi 矩阵. 当《 =爪时这是个方阵，它的行列式称为 Jacobi 行 列式， 它通常 
被记为 


det (± L ) = 3 (/"…，人) 

V ^ ^Cj ) <5 ( JTi ， … ， I ” ） 

注 文献中没有关于微分的记号的约定 • 也常常称 c / PV 为 F 在 p 的导数且记为/^(/>). 

% 

例 10 设 F: R 2 为 

Fix^y) = (x 2 y 2 ^ 2 xy ) , (x,^) G 2 

容易看出 F 是可微的，它在： y ) 的微分是 


dF p ^[ 2x ~ 2y ) 

\Zy 2x ! 

例如， t / F n ,"(2，3) = ( — 2， 10). 

映照微分概念的好处之一，在于使我们能用几何的语言表示很多分析的事实，如考虑下列 
情形： 设 F : U 匚:5、 2 —:5 3 , G : V 匚; X 3 — R 2 是可微映照，其中1/和 V 是开集并且 F ( L 7) 匚 V . 
我们约定下列一套坐标 


并且记 


那么 


1/ 匚又 2 l V 匚 I 一 f 

< U.V> ( (令 • 7) 

F(u,v) = ix(u,v) , y(u,v), z(u ， v)) 

G(x,y^z) = (f(x ， 3 ； ,2：) ^jf(x f y^z)) 

G 。 F(u ， v) = ($(x(u,v)^y{u,v),z(u,v)) 

rfixiu - tv ) yy ( ujv ') yziu ^ v ))) 


利用链式法则，我们 p 说 G 。 F 是可微的并且能计算它分量函数的偏导数 • 如 


< 9 $ — d x ! d y | d 安 3 z 
3 u d x d u d y d u 3 z d u 

表示上述情形的简单方式是应用下列一般的事实. 

命题 8( 映照的链式法则）设 F: Ud—y， g : vcr w —3* 是可微映照，其中 u 和 v 
是开集，使 F(l/)cr\/， 那么 G。^ C /— 是可微映照，并且 


d(G 。 F) fi = dG 扒 p 、 ◊ dF p ，p ^ U 

证明 G 。 厂的可微性是函数的链式法则的 推论. 现在.是给定的，考虑曲线 


a： (― e ” e 2 )— U ， a (0) = p , 置 且观察到 JG 即 （ W 2 )= J ^( G 。 

F 。 a ) h =Q . 那么 
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抓。 FMW) )=| (G H 。 


= dG Fi ^( W 2 ) 


= dG F ( ， dF p (W { ) 

注意，对我们前面考虑过的特殊情形，关系式 c /( G 。^), 
矩阵的乘积 


证毕. 

= dG F 、 p) o dF p 等价于下列 Jacobi 



它包含了所有偏导数*^，的表达式，这样，映照的链式法则的简单表示式反 


映了它们分量函数偏导数的大量信息. 

定义在开区间 （ a , «上的可微函数/; (“， 6) CR ^ R 的一个重要性质是如果在 （ a ，6) 中 

那么/在 ( a ，6) 中是常数.多变量可微函数的这方面性质推广如下. 

我们说开集是连通的，如果对给定的二点/>,/存在一个连续映照 a : [ a ，6] 
— 口使 〆 “）一" a (6)= V 这就意味着 L 7 中两点能被 L 7 中的连续曲线所连结，或只由单独 
一个“片”所 组成. ’ 

命题9设/: C 7 CH — R 是定义在 R " 的连通开子集 [/ 上的可微 函数. 假设 d / p: R”—R 
在每点 fi6U 是零. 那么/ '在 L / 中是常数+ 

证明设 氏 （/ OCt / 是 p 周围且包含在 LT 内的开球.任何点 9 6氏（/>)能用径向线 
段卢：[0， 1]— [/和 /) 相连结，其中外0=~+(1— O/N [0, 1] (图 A 2-6). 因为1/是开 

的，故能延拓卢到（0 — £ ， 1+ e ). 而/。/3: (0 — 6 ， I + e)—R 是开区间中的可微函数，且因为 
df =0. 


d(f 。 B) t = (df 。 d^) t = 0 

这样，对所有〖6(0 — e ，1+ e ) 有 

♦ 

差 (/ 。 / 3) = 0 

所以（/。8)=常数 • 这意味着 /(/3( O )> = /( p )=/(/ J ( l ))=/(0; 即/在 B d ( p ) 中取常值. 

这样，命题在局部是成立的；即 U 的每一点有/为常值的邻域 • 注意，到现在为止我们 
还未用到 U 的连通性，我们将用它来说明所有这些常值是相等的. 

设 r 是 L 7 的任意 一点， 因 U 是连通的，存在一条连续曲线^ [ a ，6]— U , a ( a )=/>, 

a (6) = r •函数 /。心 [ a ，6]— R 是 [ a ，6] 中连续函数 • 根据第一部分证明，对每点， e [ a ， 6]， 

存在在[〜幻中的开区间 J ,， 使/。《在厂中是常数，因为 y J , =|>，6]，我们能应用 Heine - 

Borel 定理(命题 6). 这样，我们能从厂中取出有限个区间厂，…，匕，使 U /, = [ a ， 6 ] ， i = 
1，…，々 • 我们能假定两个相继的区间相交，如有必要可重新将区间编号.这样，/。^在两 
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图 A 2,6 


个相继区间的并上是常数.由此得到/在|>， 6] 上是常数 ； 即 

/(a(a) ) = /(/>) = /(a(6)) = /(r) 

因 r 是任意的，/在 L7 上是常数.证毕. 

微分学中最重要的定理之一就是所谓的反函数定理.它在现在的记号下叙述如下.（回忆 
一 下），线性映照 A 的矩阵如果是可逆的，那么它是一个同构 .） 

反函数定理 设 F: UCR”—R” 是一个可微映照并且假定在点 peC/， 微分 dF fi: R n — 
是一个同构.那么存在/>在17中的一个邻域V和 F(p ) 在中的邻域 W ， 使 F: V—W 肴可 
微的逆映照 W—V. 

对可微映照 F: VC=R rt -W—R% 其中V和 W 是开集，如果它有可微逆映照，那么 F 称为V 

和 W 间的 微分同胚. 反函数定理断言，如果在一点夕 GU， 微分是同构，那么 F 在户的一个邻域 

中是微分同胚，换言之， F 在一点微分的性质蕴含了 F 在该点邻域中变化情形的类似性质. 

这个定理在本书中将反复 用到. 它的证明可在下列书中找到. Buck, Advanced 
Calculus, p. 285. , 

例 11 设 F: R 2 —R 2 为 

F(x^y) = cosy f e x s'my) , (x^y) G 

F 的分量函数，即 《(x， y)= e^cosy 9 v(x, 3O =/sin：y 有各阶连续偏导数.这样， F 是可 
微的. 

从几何上看， F 如何变换平面上的曲线是有启发性的.例如，垂直线 = 被映到半 

径为 〆 。的圆周“ = cos ： y ， v ^ e T ^ sin ^* 水平线 ： y = y 。 被映到斜庫为 tan ： y 。 的半直线 w = 
e J QO ^ y 0 , u = e J sin ： y 。 （图 A 2-7) ，由此得到 


dF ( w ( l ，0) 


dx 


( e x cosy 0 t^sin^o) 


(1，0) 


(e XQ cosy 0 »e* r ° siny 0 ) 


(e: 0 cosy ， 〆 0 sinj)] 


dy 


- v o 


(— e % sinjy 0 ，〆 0 cos^ 0 ) 
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图 A 2-7 


用计算 F 的 Jacobi 矩阵的方法最容易验证它们， 

\d u 3 u 

<5 x d y /e r cosy — e r sin^\ 

rfF (r . v) = = 

3 v d v 'e J sinjy e s cosy / 

' 3 x d y\ 

且将此作用到在(: r 。， ： V 。）点的向量（ 1 ， 0 ) 和（ 0 ， 1 ). 

我们注意到 Jacobi 行列式 det ( rfF < T . v ))-^ 垆 0 . 这样对所有= ( x ， 3O G R 2 是非奇 
异的（这从前面几何考虑看也是清楚的），所以，我们可以应用反函数定理断言， F 是一个局部 
微分同胚. 

观察到 F ( jt ， y ) = F ( x ， : v + 2tc ). 这样， F 不是 1 对 1 的，也没有整体逆映照.对每点 pe 
? 2 ,反函数定理给出/>点的一个邻域 V 及 F (/>) 的一个邻域 W ， 使得限制映照 F : V — W 是一 
个微分同胚.在这里情形， V 可取为带形 { — oo <： r < oo ， CXy ^^ Tc } 而 W 取作 R 2 — {( 0 ， 0 ) }. 

但正像这个例子所表明的，即使定理条件被处处满足并且 F 的定义域是非常简单， F 的整体逆 
仍可能不存在. 


第 3 章 Gauss 映照的几何学 


3.1 引言 

在第1章中我们已经看到，对曲线 C 的切线的变化率的考虑使我们得到了曲线 C . 的一个 
重要的几何属性曲率.在这一章中，我们将把上述思想推广到正则曲面，即，我们将试图 
度量曲面 S 上任一点/>的切平面 Tp ( S ) 向这一点近旁离开时的“快慢”，也就是在点近旁的 
单法向量场 n 在 p 点的变化率.很快就会看到，这个变化率可以由 r p ( s ) 上的一个自伴随的 
线性映照（参看第3章的附录）给出.曲面 S 在々 点的许多局部性质都可以由对这个线性映照的 
讨论得出. 

在 3. 2中，我们将不用局部坐标来引进有关的定义 （ Gauss 映照，主曲率和主方向 ， Gauss 
曲率和平均曲率等）.这样，这些定义的几何意义就清楚地表现出来了.但是，为了计算和理 
论上的需要，把所有的概念用局部坐标表示出来是重要的.这将在 3. 3•中处理. 

3. 2和 3. 3包含了第3章的大部分内容，这些内容都是在本书以后各部分中要用到的. 
少数例外将被明确地指出.为完整起见，在本章的附录中证明了自伴随线性映照的主要性 
质.此外，为那些略去了 2. 6的读者，在3_ 2开始时，我们将对曲面的定向概念作一简短的 
回顾. 

3. 4包含了下列事实的证明，即在正则曲面的每一点近旁都存在正交的参数表示，即，参 
数曲线互相正交.这里所用的技巧，无论是从它们本身或是为得到进一步的结果来说，都是有 
意义的.然而，倘若教程较短，假定这些结果而略去这一节可能是适宜的. 

在 3.5 中，我们将处理两类有趣的特殊曲面，直纹面和极小曲面.这部分内容的处理是独 
立的，初读时可以略去全部或其中之一. - 

I 

3.2 Gauss 映照的定义和基本性质 

首先对曲面的定向概念作简要的回顾， • 

在 2.4 中已经看到，若给定正则曲面 S 在点户 6 S 近旁的一个参数表示 

_ 

匚 ft 2 —S 

则在 x ( u ) 的每一点都可以选定一个单位法向量 

于是，对 X ( U ) 的每一点 g ， 都有相应的单位法向量 N ( g ), 这就得到一个可微映照 

更一般地，若 VCS 是 S 的一个开集，且映照 iV : 是可微的，它将 V 中的每一点 g 

对应于在7点的单位法向量，则 N 称为 V 上的一 个可微的单位法向量场. 

一个引人注目的事实是，并非所有的曲面都具有定义在全曲面上的可微的单位法向量场. 
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例如，在如图 3-1 所示的 Mdbius 带上就不能定义这样的场.这一事实可以这样直观地看出， 
沿图形当中的一个圆绕一周，向量场 N 回到一 N ， 这与 N 的连续性矛盾.直观上，在 Mdbius 
带上不能确定它的“正反面”，因为我们能由它的“一面”连续地走到它的“另一面”，而并不需要 
离开曲面. 

一个正则曲面称 为可定向的， 如果它容有定义在全曲面上的可微的单位法向 量场； 这样的 
一个向量场 N 的选取，称为 S 的一个定向 • 



例如，上面提到的 Mdbius 带就不是可定向的 曲面. 当然，可以由一个坐标系覆盖的曲面 
(例如可以表示为一个可微函数的图的曲面）显然是可定向的.所以，每个曲面局部都是可定向 
的.而定向确定无异地是涉及整个曲面的大范围性质. 

曲面 S 的一个定向 N , 在 S 的每一点户的切空间: T / S ) 上诱导 T ,( S ) 的定向 如下： 丁 〆 S ) 
的一组基 U ， 仪，}定义为正的，如果 < vA 功，是正的，容易看出， r ,( s ) 的所有正基的集合 
构成 T / S ) 的一个定向（参看 1,4). 

对定向概念的进一步处理在 2. 6中给出.不过，就第三和第4章的需要而言，以上的说明 
已经足够了. 

在整个这一章中， S 都表示一个正则的可定向的曲面，且已选定了一个定向（即可微的单 
位法向量场）；简称为具有定向 N 的曲面 S . ’ 

定义1设 SCR 3 是具有定向 N 的曲面。映照 N : S — R 3 取值于单位球面 

s 2 - {(x,y,z) e i x 2 + y 2 + z 2 = n 

这样得到的映照 N : S — S 2 称为 S 的 Gauss 映照（图 3-2) 

容易证明 Gauss 映照是可 微的. N 在点 p 6 S 的微分 dN fi 是从丁 〆 S ) 到 ： T _( S 2 ) 的线性 
映照.因为： T / S ) 和 7\ ( P ) ( S 2 ) 是平行的平面， diV , 可以看作是 7%( S ) 上的线性映照/ 

线性映照 T / S )— 丁 / S ) 的作用如下 • 对 S 中每一条使 a (0) 二 p 的参数曲线 a ( f ), 

4 

考虑在球面 S 2 中的参数曲线 ZVoa(n = N (/) ; 这就是限制在曲线以/)上的法向量 N . 切向量 

是 T / S ) 中的向量（图 3 _3).它度量了法向量 7 V 沿曲线 aO ) 在 （= 0 处的变 
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图 3-2 Gauss 映照 图 3-3 


化率 • 所以，度量了 N 如何从向/>点近旁离开.对曲线的情况，这个测度由一个数给 
出，这就是曲率.对曲面的情况，这个测度由一个线性映照所刻划. 

例1由方程 

ax ~\~ by cz d = 0 

给出平面 P ， 其单位法向量 

N - < a ,6, c )/ ya z +6 2 + c 2 
为常向量.因此，图 3-4). 



图 3-4 平面： dN^O 

例2考虑单位球面 

S 2 = {(. x f y 9 z ) G 3 ; * x 2 + y + — 1 } 

^ aU ) = ( jr ( t ) 9 y ( t ), 2(0 ) 是 S 2 中的一条参数曲线，则 

2xjc f + ( lyy f + 2 j ^ 2 / = 0 
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这说明向量 （^， jy ，2：) 在点（: r ，： y ， z ) 与球面垂直.所以 ， N ( jc , y , 2：) 和 N ( — x ， 
— y ， 一 z ) 是 S 2 的单位法向 量场. 现选定单位法向量场 N ( — X ， — y, 一 2) 作为球面 S 2 的定 
向.注意，/ V 总指向球面的中心. 

限制在曲线 〆 0上，法向量 

Nit) = (― x ⑴，一 ; y ⑴， 一 z(0) 

是/的向量函数，因此， 

clN (t) yz\t) = iV’ （ f) = (— /(t )，一 3 /(f )， 一 z f {t)) 

即，对所有的 /^ s 2 和所有的 t ； G ： r / s 2 )， 

dN p (v) = v 

注意，若取 N 为法向量场（即取相反的定向），则得到 

晒 

' dN f.iv) = v 

见图 3-5. 



图 3-5 单位球面： 57=7〆 1 ) = 1 图 


例3考虑圆柱面 

{( x . y ^ z ) e R 3 ; * r 2 +/ = 1} 

由类似前一个例中的证明，可以看出 N =(: r ，： y ，0) 和 AT =( —: c ， — y , 0) 是在点 （ x ，： y ， z ) 的 
单位法向量 _ 现选取单位法向量场 N =( —: r ， 0>作为曲面的 定向. 

考虑包含在圆柱面上的一条曲线(: r ( f ) ，： y (0， z ( t ) ) ,即有 (* r (0) 2 + (： y (〖）） 2 = 1;可以看 
出，沿这一曲线， N ( t ) = ( — j ：( t )，- ydO . 0). 因此， dN ( a： f ⑴， /(广）， 

(— jt ’ ⑴， —y it ) , 0 ). 

总之，若^是圆柱面的切向量但平行于2轴，则 

dN ( v ) — 0 = 0 v 

若 w 是圆柱面的切向量但平行于 x ： y 平面，则 

dN (uv) =— vu 

见图 3 _6. 由此可知， v 和切是⑴ V 的特征向量，分别对应于特征值0和 一1( 参看第3章的附录). 
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例4考虑双曲拋物面 


上的点 />=(0，0，0乂 


z 



给曲面的一个参数表示 



X ( u ， v) = 

并计算其筚向量 NU , X ；).相继得到 


(u^VfV 2 — M 2 ) 


X a = ( 1 ， 0, 一 2w ) ， X v — (0,1 ， 2i0 ， 


N = 


u 


V 


u ^ v ^- Ju ^+ v 2 



2 A / m 2 + i ? 2 + 


注意，在点 A =(0, 0, o ) 的^和别与: r 轴和: y 轴的单位法向量相同 • 因此，使^0)= 

的曲线 p ( O ) 在/>点的切向量在 R 3 中的坐标为 （ t /(0)， x /(0), 0)( 图 3-7). 
限制 iV(«, W 在这条曲线上并计算 N '(0)， 得到 


N \ 0 ) = (2 i /(0)， 一 2 t /(0)，0) 



因此，在 々点， 

dN p (u(0) 9 v(0) 9 0) = (2«'(0 )，一 2z/(0) ， 0) 

这就说明，向量（1，0， 0) 和(0，1， 0) 是的特征向量，分别对应于特征值2 和一 2. 

例5将前一例中所用的方法应用到拋物面 

'z — X 2 + ky 2 > 0 

華 

上的点/>==(0, 0, （))• 证明工轴和: y 轴的单位向量是的特征向量，分别对应于特征值2 
和 2 K 假设 N 指向以抛物面为边界的区域的外部）. 

下面的命题说明了 dN p 的一个重要的特质. 

命题1 Gauss 映照的微分 ^ 

dN fit T p <iS) T,(S) 

是自伴随的线性映照（参看第3章的附录）. 

证明因为是线性的，只须对 丁 / S ) 的一组基（斯，加 2 )证明 

(dNpiwx ) yvu 2 ) — (zvx jdN p {iv 2 )) 

设 XU ， W 是 S 在 p 近旁的一个参数表示， u u ， X }是在 T p ( s ) 中相应的基若 = 
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X ( u ( t ), u ( r )) 是 S 中的一条参数曲线，且以0) = /)，则有 

dN^aCO)) ^dN,(X tl u(0)+xy(0)) 

二羊 * iVU ⑴，幻⑴） 

at / = o 

= iV “ w ’(0) + N v v ^ (0) 

特别， 

dN p ( X u ) = N u ， dN p (XJ = N v 

因此，为证明 diV p 是自伴随的，只须证明 

< N U ， X V ) = (X “， N v ) 

为此，取 < iV ， X „>=0 和 < N ， X „〉=0 分别对 v 和 M 的导数，得到 

〈 N v ， X„> + <iV，D = 0 
( N U , X V ) + ( N . X ^) = 0 

所以， 

{N u ， X v ) 二 — {N^X UV ') — (N v ， U 

证毕， 


由 d/Vy 7^( S )— T P ( S ) 是自伴随的线性映照这一事实，我们能定义一个与 dNp 相配的二 
次形式0: 


Q(u) = {dNp(v) ， v ) ， v G TpCS) 

为得到这个二次形式的几何解释，我们需要几个定义.由于马上就会清楚的原因，我们将利用 
二次形式一 Q (参看第3章的附录）. 


定义2定义在 7；( S ) 上的二次形式 II ,: 

llp ( v ) =—( dN p ( v ) 9 v ) 9 v G T fi ( S ) 

称为 S 在 p 的第二基本形式. 

定义 3 设 C 是 S 中经地点的曲线，々是 
C 在 p 的曲率， cos (9=< w , N )， n 是 C 在/>点的主 
法向量， N 是 S 在/>点的法向量，则数 

k„ = kcosd 
称为曲线 CCS 在 p 点的法曲率. 

换句话说，怂是向量 h 在曲面 S 于 p 点的法 
向上射影的长，再加上由 S 在/>点的定向 N 给出的 
符号（图 3-8). 

注 C 的法曲率不依赖于 C 的定向.但是，若 
改变曲面的定向，它改变符号. 



为给出第二基本形式 II ,的一个解释，考虑以 a ( s ) 为参数表示的正则曲线 CCZS ， 这里 A ， 是 
C 的弧长，且 a (0) = />_ 若用 NG ) 表示法向量 N 对曲线 aG ) 的限制，则有 < N ( s )， a '(5)>=0. 
因此， 


所以， 


(N(s) f a f/ (s) > =— (N f (s) 9 a\s)) 
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U P {ais)) {dN p {ai0)),a(0)) 

— < N ，（0)， a ，（0)) 

=〈 N (0)， a 〃(0)) 

= (N^kn )(p) 

=k n ( p) 

换句话说，第二基本形式 II P 对单位向量 v 67；( S ) 的值，等于经过夕点与 。相切 的正则曲线在 
这一点的法曲率.特别，我们得到下面的结果. 

命题 2< Me US ni er ) 曲面 S 上经过给定的一点/>且具有相同切线的所有曲线在这一点有相 
同的法曲率. * 

根据这个命题，我们就可以说在/>点沿给定方向的法曲率.为方便起见，引进下面的一些 
名词 • 给定单位向量 T P ( S ) ， S 与包含和 AK /0 的平面的交称为 S 在/> 点沿 v 的法截线 
(图 3-9). 在 p 点的一个邻域， S 在/>点的法截线是 S 上的正则的平面曲线，它在 p 点的主法 
向量为士 iV (/0 或零； 因此，它的曲率等于在点的沿^的法曲率的绝对值.利用这些名词， 
上面的命题就可以说成是，曲线 a ( S ) 在 p 点的法曲率的绝对值等于 S 在/>点的沿， （0) 的法截 
线在这一点的曲率. 



图 3-9 Meusnier 定理： 在/>点沿 v 的 C 和 图 3-10 

C ， t 有相词的法曲率 


例 6考虑由曲线 

♦ 

2 ： = y ‘ 

绕^轴旋转得到的旋转面（图 3 -10).我们将说明在/>=(0, 0， 0) 的微分3/^=0,为此，首先 

注意到曲线 在/>点的曲率 为零. 此外，因为 *2^ 平面就是曲面在/>点的切平面，故法向 

量 N (/>) 平行于2：轴_所以，在/>点的任一法截线都可以由曲线旋转 得到； 因此，它在 

/>点的曲率为零.这就得到了在点的所有的法曲率为零，所以 j ； v ,=0. 

例 7在例1的平面中，所有的法截线都是 直线； 因此，法曲率全为零 • 所以，在所有点 
的第二基本形式恒为零.这与这一事实一致. 
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在例2的球面 S 2 中，取定向 N ， 过任一点户^义的法截线是半径为1的圆 (图 3-11) .所 
以，所有的法曲率都等于1，以及第二基本形式 * 

Ilp(v) - 1 , 

对所有的 pes 2 和所有的单位向量成立. 

在例3的圆柱面中，在一点 p 的法截线是一族椭圆，它从垂直于圆柱面的轴的圆变到平行 
于这个轴的直线（图 3-12). 所以，其法曲率从1变为 0. 在几何上不难看出，〗和0分别是在 
A 点的法曲率的极大值和极小值.然而，应用在第3章的附录中关于二次型的一个定理可以给 
上述事实一个简单的证明 • 事实上，如我们在例3中已经看到的，向量 w 和(分别对应于法 
曲率为1和0的方向）是 c / iV 〃的特征向量，分别对应于特征值一 1和 0. 所以，如我们所断言 
的，第二基本形式在这些向量上取极值.根据这个过程，我们知道其极值为1和 0. 




图 3-11 在球面上的法截线 


图 3-12 在圆柱 面上的法截线 


分析例4中的双曲抛物面在点户=(0, 0， 0) 的法截线，我们将它留给读者. 

让我们回到线性映射 diV,. 第 3 章的附录的定理说明，对 S 中的每一点 p ， 存在 T/S) 的 
标准正交基 h ， e 2 }^dN p (e x ) = ~k ] e } , dN p {e 2 ) = - k 2 e 2 . 此外 ， h 和 h (t ) 分别是第 

二基本形式 II 限制 在丁 〆 S ) 的单位圆上的最大值和最 小值； 也就是说，它们是在 p 点的法曲 
率的极值. 

定义 4 在 P 点的最大的法曲率和最小的法曲率称为点的主 曲率； 对应的方向，即特征 
向量 h 和 Q 的方向，称为点的主方向， . 

例如，平面上任一点的任意方向都是主方向.球面上也是这样_在这两种情形，它们的第 

二基本形式在每一点的切平面的单位圆周上都是常值（参看例 7 ).所以,其法曲率对所有的方 
向都取极值. 

在例 3 的圆柱面中，向量 v 和 u; 给出在/>点的主方向，分别对应于主曲率 0 和 1. 在例 4 
的双曲拋物面，： r 轴和^轴的方向就是主方向，它们分别对应于主曲率一 2和 2. 

定义 S S 上的一条正则连通曲线 C 称为 S 的曲率线，如果对所有的/ >€ C ， C 在/>点的切 
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线方向都是 S 在 p 点的主方向， 

命题 3(01mde Rodrigue) 曲面 S 上的一条连通的正则曲线 C 是 S 的曲率线的充分必要条 
件是，对 C 的任何参数表示 a ( t ) 9 

N f ( t ) = XU ) a ( t ) 

成立，其中 = 和; 1(() 是 f 的可微函数_在这种情形， 一 AQ ) 是沿 / U ) 的法曲率 

(主曲率). 

证明只要注意，若 a '( r ) 是主方向，则⑴是的特征向量，且 

dN (a ( t )) ^ N f ( t ) = X ( t)a (O 

反之显然.证毕. 

由在 P 点的主曲率可以容易地去计算沿 7%(S) 的一个给定方向的法曲率. _ 事实上，设 vG 
t ^( s )， 且 I u I =i. 因为 e , 和构成： T/S) 的一组标准正交基，故 

v = €\ cos0 + ^ 2 sin^ 

其中0是按： T/S ) 的定向从^到 z； 的角.沿^的法曲率 t 为 

k„ =II a (t ；) =— (dNp(zf) ,v) 

=— ( dN p ( e \ cosd 4 - e 2 sind )， e ' cos & + e 2 sind ) 

= ( e ： cos0 + e 2 k 2 sind^j cos 0+ e 2 sinff ) 

—kj cos 2 04 - 々 2 sin 2 ^ 

最后的表示式就是通常所谓经典的 Euler 公式； 事实上，它就是第二基本形式在基{^，中 
的表示式 

给定二维向量空间V上的一个线性映照 • 

A ： V^ V 

和V的一组基{^，％}，并设 (a〃） 是 A 对这组基的 矩阵. 我们知道， A 的行列式 

^11 <^22 — ^12^21 

和 A 的迹 

a n + a 2 2 

是不依赖于基彳^，的选择的，因此，它们是线性映照 A 本身的 性质. 

在前面所讨论的情况中， dN 的行列式是（一 h ) (—込即主曲率的乘积， diV 的迹 

是主曲率之和的相反数 一（々,+&)• 若改变曲面的定向，行列式不变(对这一事实，维数为偶 
数是实质性 的）； 但迹要改变符号. 

定义6设 /^ S， dN p ： T,(S)—7V(S) 是 Gauss 映照的微分. diVp 的行列式称为 S 在户 
点的 Gauss 曲率 K， dN p 的迹的相反数之半称为 S 在点的平均曲率 
用主曲率可以将 K 和 H 表示为〜 

K = k'k” H = ^ k2 

定义7曲面 S 上的一点 p 称为 
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1) 椭圆点，如果 dN , 的行列式 det ( dN ,)>0. 

2) 双曲点，如果 detWNpXO . 

3) 抛 物点，如果 det ( c / i \^)=0 ， 但 
4 ) 平点 ，如果 c / N p — 0. 

显然，上述分类不依赖于曲面定向的选取. 

在椭圆点， Gauss 曲率是正的.主曲率有相同的符号，因此，通过这一点的所有曲线的主 
法向量都指向该点的切平面的 同侧％ 球面上的点都是椭圆点.抛物面々>0(参看 
例 5) 上的点（0, 0， 0) 也是椭圆点/ 

在双曲点， Gauss 曲率是负的.主曲率有相反的符号，因此，通过这一点的曲线中，必有 

在/>的主法向量指向该点切平面的不同侧的曲线*双曲拋物面^ 二 y — x 2 (参看例 4) 上的点（0, 
0, 0) 就是双曲点* 

在拋物点， Gauss 曲率为零.但主曲率不全 为零. 圆柱面（参看例 3) 上的点都是拋物点. 

在平点，主曲率全为零.平面上的点显然都是 平点. 例6中给出的是平点的一个非平凡的 
例子. 

定义8在若则 户称为 s 的一个 脐点； 特别，平点 （ 々 1= ^ 2 =： 0) 是脐点 • 

球面上的点和平面上的点都是脐点，用例6中的方法可以验证拋物面上的点 
(0,（)， 0) 是脐点（非平点）. 

下面将证明这样一个有趣的事实，全部是脐点的曲面仅有球面和平面. 

命题 4 若连通曲面 S 的所有的点都是脐点，则 S 必包含在球面或平面中. 

证明 设/ >€ S ， X ( u , 仍是 S 在/>近旁的一个参数表示，且坐标领域 V 是连通的. 

因为每 一 点 f/G V 都是脐点，故对 T / S ) 中的任意向量 zv^Ui X u + a 2 X v , 都有 

dN ( xv ) = X ( q)xv 

其中 A = A (0 是 V 上的实值可微函数. 

首先证明 A ( g ) 在 V 中是常数.为此，我们将上方程写成 

N u a' 十 N^a 2 = A(X u a! 4- X^z) 

因为■^是任意的，故 

N „ = AX tt 
M v ~ AX v 

将第一式对 p 微分和第二式对 w 微分，再相减就得到 

A U X v — A, V X u — 0 

因为和 X 。是线性独立的，故必有 

4 

X u =r A v = 0 

对 V 中所有的成立.因为 V 是连通的，所以 A 是常数 ^ 

若则 = = 于是，在7中 ， iV = N 。为常向量，所以， 

〈■ X ( m ， w )， N 0 >" = ( X ( u ^ v ) jN 0 >„ — 0 ' 


因此， 
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(X(u,v),N 0 ) =常数 
即 v 的所有的点；仍都在一平面上， 


若 A #0， 贝 I 


X(u^v) — —N (u 9 v) = Y(u^v) 

A 


为一定点，这是因为 


X(uiv) — —N (u,v) 

A 




X(ufv) 一 —N(u^v) 

A 


o 


因此， 


I X(u —Y I 


A 2 


即 V 的所有的点都在以 Y 为中心, 


1 


A 


为半径的球面上. 


以上局部地证明了命题，也就是对任一点 /> es 的领域作了证明.下面来完成定理的证 
明.因为 S 是连通的，对 S 中任意给定的另一点 r , 存在连续的曲线 


or :[0， l ] — S 

使 《(0)= p ， a ( l 〉= r . 对这条曲线上的每一点 aG )6 S ， 存在它在 S 中的包含在球面或平面上 
的一个领域％，并使 cruv ,) 是[ 0 ， 1 ] 的一个开区间并集 Ua — l ( v ,)， ze [ o ， 1 ]，覆盖[ 0 ， i ], 
且因为[0, 1] 是闭区间，它可以由族{，（％)}中有限个元素覆盖（参看 Heine-Borel 定理，第 
2章附录的命题 6). 所以， a ([0, 1]) 可以由领域 V ,中的有限个覆盖. 

若这些领域中有一个领域内的点都在一平面上，所有的其他的领域的点也在这平面上.因 
为 r 是任意的， S 的所有的点都在这平面上. 


若这些领域中有一个领域内的点都在一球面上，同样的理由说明 S 上的所有的点都在这球 
面上，这就完成了定理的 证明. 证毕. 

定义 9 设是 S 中的一点， 7 V ( S ) 的一个方向称为 S 在/>点的渐 近方向 • 如果它对应的 

法曲率为零 . S 的一条连通的正则曲线 CCS 称为渐近线，如果对 C 上的每一点 C 在的切 
向都是渐近方向. 


由定义立即得到，在椭圆点没有渐近方向. 

对渐近方向的一个有用的几何解释可以由 Dupin 标线 给出. 下面将对 Dupin 标线给予 
描述. 


设户是 S 中的 一点. 在 p 点的 Dupin 标线是丁 〆 S ) 中使 

llpi - w ) =士 1 

的向量■^的集合. 

为将 Dupin 标线的方程写成比较方便的形式，设(匕 7 )是 T ( S ) 中对标准正交基， e 2 ym 

笛卡儿坐标，且 A 和心是的特征向量 • 给定 W GT P ( S )， 设 p 和0是它的“极坐 标”， 决 
定于 


VU — pu^\v\=l 
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和 

由 Euler 公式， 

这里 w ~ ^ e \ ~ hije 2 . 


v = €i COS04- ^ 2 sin0, 奄 p 參 d 

士 1 == II〆 * 0 ；) = p 2 \\p(v) — k] p Z COS 2 d + kop^Wd 

= k x ^ korf 

所以， Dupin 标线上的点的坐标（心 7 )满足方程 



k x f ~\- k 2 rf =土 1 (1) 

_ 

因此， Dupin 标线由 7；( S ) 中的圆锥截线所组成.注意，沿由 w 所决定的方向的法曲率是 


k n ( v ) = llp ( v ) ’ 

P 

对椭圆点， Dupin 标线是一个椭圆（6和々 2 有相同的符 号）； 若这一点是非平点的脐点 
(是,=^关0)，则椭圆退化为圆. 

对双曲点， t 和 h 符号相反.因此， Dupin 标线是由具有共同渐近线的两条双曲线构成 
的（图 3-13). 沿渐近线的方向，其法曲率 为零； 因此它们是渐近方向.这就是渐近方向这一 
名词的来源，也说明了在双曲点恰有两个渐近方向. 




图 3-13 Dupin 标线 


对抛物点，主曲率之一是零， Dupin 标线退化为一对平行的直线.这两条直线的公共方向 
是在该点的唯一的渐近方向. 

在 3 . 4的例5中我们将指出 Dupin 标形的一个有趣的性质. 

与渐近方向的概念密切相关的是共轭方向的概念，现在将给出它的定义. 

定义 10 设/>是曲面 S 上的一点，： T / S ) 中的两个向 量叫和 災 2 称为共扼的，如果 

(dNpixvi ) ) — (zvi ^dN p (xv2 ))=0 

在 P 点的两个方向 n 和称为共轭的，如果分别平行于 r , 和的一对向量叫和议 2 是共轭 

的 • 

在共轭方向的定义中， r 〗 和^的共轭性质不依赖于训和比 2 的选取是显然的. 

由定义可见，主方向是共轭的.渐近方向是自共轭的，此外，在非平点的脐点，任意一对 
互相垂直的方向都是一对共轭方向，在平点，每一个方向与任意的另一个方向都是共轭的. 

设；不是脐点， U 】， 心}是丁 〆 S ) 的标准正交基，它决定于 

dN p ) 二 一 k'e ' ， dN fi {e 2 ) = — k-^e 2 

设 0 和 P 分别是 ^ 与方向 n 和「 2 所成的角，则 n 和『 2 共轭的充要条件是 
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k x cos6cos(p ― — 是 2 sin 0 siny (2) 

事实上，^和^共轭的充要条件是向量 

— €\CQ^d e 2 sin^-, W 2 — cos^5+ e 2 sin^o 

是共轭的.所以， 

0 = {dNpivux ) 9 xv 2 ) =—fejcos^cos 少一灸 2 sin0sinp 

因此，条件 （2) 成立. 

当 k 和 h 都不为零时（即 P 点是椭圆点或双曲点），借助于在/>点的 Dupin 标线，条件 
(2) 导致一个求共轭方向的几何作图法.下面将仅就椭圆点说明这个作图方法，在双曲点的情 
况是类似的.设 r 是丁 ，（ S ) 上的一条过原点的直线，它与 Dupiri 标线相交于％和奶（图 3-14). 
Dupin 标线在 gi 和 92 的切线是平行的，它们的共同方向 〆 就是 r 的共轭方向.我们将这些结 
论的证明作为习题留给读者（习题 12). 



习题 


1. 证明： 在双曲点，主方向平分渐近方向. 

2. 证明： 若曲面沿一曲线与平面相切，则此曲线上的点必为拋物点或平点. 

3. 设曲面5的0 & 11怒曲率 fOO^OZS 是曲面 S 上的一条正则曲线. 证明： C 在夕点的 

曲率 

k ^ min( 丨裊 1 丨， I 是 2 I ) 

其中夂和6是 S 在点的主曲率. 

4- 设在曲面 S 的每一点都有丨心 | <1和丨匕 | <1 •问： 对曲面 S 上的任一曲线 C， 是 
否总有I々丨<1? 

5. 证明： 在点 ：r6S 的平均曲率 . 


H =丄[ k n i&)dd 

7Z JO 

其中是在々点的沿与某一固定方向成0角的方向的法曲率. 

6. 证明： 在曲面上的一点，互相垂直的任意一对方向的法曲率之和是常数. 
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7. 证明： 在非平点，若平均曲率为零，则这一点有两个互相垂直的渐近方向. 

8. 描迷下列曲面的 Gauss 映照的像在单位球面上所覆盖的 区域： 

a. 旋转 M 物面 z = j : 2 + y 2 . 

b. 旋转双曲面: r 2 +y — 2 2 = 1. 

c. 悬链面 .r 2 十 y 2 = cosh 2 z. 

9. 证明： 

a, 设 ；V: S—S 2 是曲面 S 的 Gauss 映照， a: J—S 是 S 上的一条正则的参数曲线，且不包 
含曲面的平点或拋物点，由~。《是球面5 2 上的正则的参数曲线（称为的球面像）. 

匕若 C:=a(/) 是一条曲率线， A 是 C 在/>点的曲率，则 

是=丨 Hv I 

其中 t 是在/>点沿 C 的切线方向的法曲率， tv 是 c 的球面像 N(OCS 2 在 iV(/>) 的曲率. 

10. 设 C 是曲面 S 上的一条曲率线，它的任一点的切线方向都不是渐近方向，且 C 的密切 
平面与曲面的切平面沿 C 成定角. 证明： C 必为平面曲线. 

4 

11* 设 P 是曲面 S 的一个椭圆点， r 和〆是在/?点的一对共轭方向. 证明： 当 r 在 7%(S) 
中变化时， r 和，所成的角在关于主方向对称的唯一的一对方向达到极小值. 

12. 设 p 是曲面 S 的一个双曲点， r 是 7%(S ) 的一个 方向. 借助 Dupin 标线给出找 r 的共 
轭方向，的几何作图法并予以证明（见 3. 2末的作法）. 

"13- (Beltrami-Emieper 定理） 证明： 曲面上的一条曲率处处不为零的渐近线在一点的挠 
率 r 的绝对值 

I T | = a/— K 

其中 K 是曲面在给定点的 Gauss 曲率. 

* 14. 若曲面 S , 和曲面 S 2 沿正则曲线 C 相交，由 C 在点的曲率々可以由下式 给出： 

k 2 ^\ n 2 d = A? + A 茎一 2A]A 2 cos 0 

其中 A, 和；1 2 分别是 S, 和 S 2 在 p 点沿曲线 C 的切线方向的法曲率，0是3 1 在户点的法向 
量和 S 2 在点的法向量所成的角. 

15, （Joachimstal 定理）设曲面 S , 和曲面 S 2 沿一条正则曲线 C 相交， 交魚为 d ( p)，pe 
c. 假定 c 是 s, 的一条曲率线 • 证明： c 是 s 2 的曲率线的充要条件是沢^)为 常数. 

*16. 证明： 环面上的子午线是曲 率线， 

17, 证明： 若曲面 S 的平均曲率 H=0， 且 S 无平点，则 Gauss 映照 S—S 2 有下面的 
性质： 

(dNpirvx ) » dN p (.xvz ) > =— K(p) (xv^ ) 

对所有的/ >es 和所有的 t ^， 成立.并由上面的条件证明，在 s 上任意两条曲 
线的交角等于它们的球面像的交角，最多差一个符号. 

*18. 设; I,，…，夂分别是 P 点的沿与主方向成角0, 2 k / 切，…， — l)7r/m 的方向的 
法曲率. 证明： 


Ai + ••• + 又州 = mH 
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其中 H 是在/>点的平均曲率, 


*19 .设 cczs 是 s 中的一条正则曲线， pec , a ( d 是 c 在户近旁的参数表示，•、为弧长， 
Ka (0) = p , U , 是： r A ( S ) 的一组标准正交的正基， Kt = a (0). C 匚 S 在 P 点的测地挠率 

定义为 


证明: 



a . = (^1 — *2 ) cos ^ sin ^, 其中 p 是从 h 到 i 的角 • 

b . 若 r 是 C 的挠率， n 是 C 的主法向量， cos ^=< N , «), 则 


dd 


c . S 的曲率线可以由测地挠率为零这一性质刻划. 

*20. ( Dupin 定理）在的一个开集 U 中的三族曲面称为三重正交系，如果过 L / 中的每 
一点 peu 都有各族中唯一的曲面经过，且它们是两两正交的，利用习题19的 C 部分，证明 
Dupin 定理： 三重正交系中的曲面彼此相交于曲率线. 


3,3局部坐标中的 Gauss 映照 


在前一节中，我们引进了与 Gauss 映照的局部性质有关的一些概念.为强调它们的几何意 
义，在定义中没有利用局部坐标， 一 些简单的例子都是由定义来直接计 算的； 然而，在处理一 
般情形时这样做是不方便的.在这一节中，我们将得到第二基本形式和 Gauss 映照的微分在坐 
标系中的表示式_这将给出为计算具体例子的系统方法*此外，为对上面所引进的概念作更详 
尽研究，所得到的一般表示式也是不可缺的. 

在这一节中，假设 S 的所有的参数表示 X : t / CjR : 2 — S 都与 S 的定向 iV 相容.即，在 
⑴中， 

\T _ /\ X v 

— TxTTTxTT 

设 JY («， 是曲面 S 在々 6 S 近旁的一个参数表示， a ( t )= X (. u ( t ) , tKf )) 是 S 上的参数曲 
线，且 《(())=/>• 为简化记号，约定下面岀现的所有的函数表示它们在/^点的值. 

«(，）在 P 点的切向量是 + 以及 

dN ( a ) = N f ( u ( t ) ^ v ( t )) = N a u ， + N v v f 

因为乂和^^是: T / S ) 中的向量，所以 ， 它们可以表示为 

N u — a n X u +ad 

xr v t ( 1 ) 

N v = a n X u + a 22 N v 

于是， 

dN ( a ^) = ia\\U + ci \ 2 v f ) X u + ( a 2 i u + a2 2 v ) X V 

因此， 





以 21 



dn J 
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• 这就表明，在基 { X „， 中，是由矩阵 （& H ， j = l , 2给出的.注意，这个矩阵未 
必是对称的，除非是一组标准正交基. 

另一方面，在基彳中，第二基本形式的表示式为 

Upia ) =— ( aN ( a),a > 一 〈 N / + 成/ + X〆 > 

==e(u) 2 + 2 fuv' + giv) 2 

其中，因为 < N ， XJ = ( N , X v )=0, 

e =~ ( N U ， X U ) = ( NyX ^ > 


f 一 (N V ,X U ) = iN= < N ,> =— (N U ， X V ) 
g =— (N V ,X V ) = < N , X w ) • 

借助系数 ^ /，发我们来求&的值 • 由方程（1)，得到 

— / = (N U ,X V ) a u F + a 2 iG 
— /= (N V ,X U > = a l2 E + a 22 F 
—e = (N “， X“) = a n E-\~ a 21 F 


( 2 ) 


—g = <N V ,X V ) = a n F -(- a 22 G 

其中£：， F 和 G 是第一基本形式在基 { X u ， XJ 中的系数（参看 2.5), 关系 （2) 可以表示为矩阵 
形式： 


因此， 


其中 （ 





广 1 表示矩阵( 


a 11 a 2l 

CL^ U22 

) 的逆.容易验证， 





(3) 




由此就得到在基 XJ 中 dN 的系数矩阵(七）的表 示式: 


an 


fF-dGr 

EG — F 2 


Cl \2 


=sF ~ fG 
EG-F 2 


— eF — fE 一 fF 一 gK 
= EG — F 2 , a22 = EG-F 2 


最后指出，关系式 （1) 连同上列值就是所谓的 Weingarten 方程. 
由方程 （3) 立即得到 


K = det(a^ ) = 蓋二 (4) 

现计算平均曲率*因为 一 匕，一込是 dJV 的特征值，所以，对某些 t ^ T ,( S )， h 和匕 
满足方程 


dN (v) = — kv = — klv 

其中 / 是恒同映照••这就得到线性映照心 V + H 是不可 逆的； 因此，其行列式为零 • 所以， 
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det 


a n + k 


这 21 


a i2 

<222 + k 


0 


或 


k 2 +^(an + a lt ) + a n a 2r — a Z{ a l2 = 0 


因为 t 和 h 是上面的二次方程的根，所以 


H 


(k\ + ^2 ) —- ^(an + a 2 2 ) 


因此， 


所以， 


1 eG - 2/F + gE 

2 ~ EG - F 2 ~ 


k 2 -2Hk+K = 0 


(5) 


k = H 士 /H 2 — K (6) 

由这个关系式得到，若选 <?GS ， 则函数 Ki 和 fC 2 在 S 上是连续的 . 并且， 
I 和 h 在 S 上是可微的，也许要除去 S 的胳点 （ H 2 =iO. 

在这一章的计算中，将采取下面的简短的记号： 


(u A V 9 w) = (u^v^xv) G R 3 


右端表示一个 3X3 矩阵的行列式，这个矩阵的列（或行）是向量《， w w 在 R 3 的规范基中的坐 

标， 


例 1 计算环面上的点的 Gauss 曲率，设给定环面的参数表示 ( 参看 2. 5 节的例 6) 
X(u,i;) = ((a + rcosa)cosu,(a + rcosu)simy,rsinu) 0 < u <C 2 ti,0 <C v < 2tc 

为计算 e ， / ， g ， 需要知道 N ( 于是要计算 X tt , X 。， X 明 ， ^ 和 

X u =. (— rsinucosv^ — rsinwsim; 9 rcosu) 

X v — ( 一 (a + rcosw)sinx；t (a + rcosu)cost;,0) 

= ( 一 rcosucos^t 一 rcosusinvj 一 rsinu) 

= (rsinusinv, — rsinucosv^Q) 

X w = ( 一 (a + rcosiu)cosvt 一 (a + rcosM)sinv»0) 

由这些得到 


E = <X U ， X “) = r 2 , F = (X u9 X v ) = 0 
G = (X v9 X v ) = (a + rcosu) 2 


又因为 I X H A X. ( ^EG-F z , e=<N, XJ ， 所以， 


e 


x a A 

xTXxj 


，x 


nx 


MH 


7EG-F 2 


r 2 (a + rcosu) 
r(a + rcosu) 


类似地计算得到 



( m 〕 

r(a + rcosM) 
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g 


(H ， x w ) 

r(a + rcosw) 


cosw(a 4 - rcosw) 


最后，由 fC =( 叹一 /^/( EG — F 2 ) 得到 


K 


cosu 


(a + rcosu) 


根据这个表示式，沿纬线 


3 丌 


和 


3 丌 

Y 


的 K = 0; 所以，这些纬线上的点是拋物点.在由 


给定的区域中， K 是负的（注意 r >0* a > r ) ; 所以，在这个区域中的点是双曲点. 
在由 0< W < 导或孕 < w <2 tt 所给定的区域中， Gauss 曲率是正的，所以，在这个区域中的点是 


2 


椭圆点（图 3-15). 


旋转轴 



图 3-15 

作为第二基本形式的坐标表示的一个应用，我们将证明一个命题，它给出曲面上在椭圆点 
或双曲点邻近的点相对于这一点的切平面的位置关系.例如，察看例1中环面上的椭圆点，我 

们发现，曲面位于该点的切平面的一侧（图 3-15) .另 
—方面，若是环面: r 的一个双曲点， v 匚了是户的 
任一领域，则 V 中必有在: Tp ( S ) 的两侧的点，无论 V 
是如何 的小. 这个例子反映出曲面的一个一般的局部 
性质，现描述为下列命题. 

命题1若/是 S 的一个橢圆点，则存在户 
在 S 中的邻域 V ,使 V 中所有的点都在切平面 7%( s ) 

的同侧•若 P 6 S 是 S 的一个双曲点，则 p 在 S 的每 
一 个邻域都有在 T / S ) 异侧的点. 

证明设 XU ， W 是 S 在附近的一个参数表 
示，且 x ( o ， 从点仍到切平面： r / s ) 

的距离（图 3-16). 图 3-16 
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d = (X(u^v) — X(0,0) f N(p) > 
因为 X( W ， t ； ) 是可微的，故有 Taylor 公式： 

X(u,v) =X(0,0) + X w w +X v v 


+ -^-( XuuU 2 + ZX^uv ~h X^v 2 ) + _R 

其中各导数在 (0, 0) 取值，余项及满足条件 


由此得到 


lim 


R 


u.v)^(o.o) u 2 -h V 2 



d — (X(u^v) — X(0 ， 0) ， N(/>) > 

,N(p))u 2 +2(X uv9 NCp))wv + (X^.Nip))^} +i? 

t 

= y(^ 2 +2/ 仰十 +_R 


其中 vj = X u u + X v v » R= (R ♦ Nip ) >, 且 lim ( i ?/ I it > I 2 ) =0. 

it—0 

对椭 圆点… 符号不 变. 所以，对所有的充分接近于/>点的 （ W ， T ；)， d 与 II p ( uO 有 
相同的符号；即，所有这样的（《， p ) 都在 T / S ) 的同侧. 

对双曲点/?，在 P 点的每 一 '邻 域，都存在点 （ W ， Z ；) 和 （ M ，77) 使 II〆 tf ；/ I I ) 和11^ ( w / \ 
G i ) 有相反的符号（这里 + 它们在： T / S ) 的异侧 • 证毕. 

在抛物点和平点的附近没有如命题1所说的性质.在 3. 1的例3和例6中的抛物点和平 
点，曲面处在切平面的一侧，且可以与切平面有一公共线. 

在下面的例中，我们将指出一种可能出现的完全不同的 
情况， 

例 2 “猴鞍面”（图 3-17) 

_ 

oc = y = v ， z = u 3 — 3 v 2 u 
直接计算得到第二基本形式的系数在 （0, 0) 的值为 

e = f = g = 0 

所以，（0, 0) 是平点.然而，在这一点的任一邻域都有在 
切平面两侧的点. 

例 3考虑由曲线 - 

I 

z ~ j 一 1< 之 <1 

绕直线 2 ：= 1旋转得到的曲面（见图 3-18). 经简单的计算 图 317 

表明，由原点 O 旋转生成的点都是抛物点.我们将略去这 

个计算，因为，在例 4 中将直接证明旋转曲面的纬圆和经线都是曲 率线； 由这个事实，以及， 



对问题中所说的点，经线（形如的曲线）的曲率为零，而纬圆是法截线，这样就得到上面 
的结论. 

注意，在这样的抛物点的任何邻域都有在切平面异 
侧的点. 

第二基本形式在局部坐标中的表示，对渐近方向和 
主方向的研究是特别有用的.先看渐近方向. 

设 XU ， W 是曲面 S 在 pes 附近的一个参数表 
示，且 X (0， 0) — p 9 并设 《（ m ，1；) — e , /( w ， tO ^ /和 

g ( u ， 一=#是第二基本形式在这个参数表示中的系数. 

我们回忆一下（见 3.2 定义9)，在 X 的坐标邻域 
中，一条连通的正则曲线 C 为渐近线的充要条件是对 C 
的任何参数表示 a (O = X ( a ( f )，t G u 均有 

maU ))=0 对一切 tei 成立（见 3.2 的定义 9)， 即， 

必须且只须 图 3-18 

eiuY ~\-2 fuv r + giv ) 2 = 0， t ^ I (7) 

因此， 方程 （7) 称为渐近线的微分方程. 在下一 节中， 我们将对这一表示式给出进一步的说明. 
现在，我们仅需从方程 （7) 作出下面的有用的 结论： 在双曲点 （eg — 尸<0)的一个邻域，一个参 
数表示的坐标曲线是渐近线的充要条件是 e=g = 0. 

事实上，若曲线《 =常数，和曲线 u = 常数都满足方程（7)，则有 e = g = 

0. 反之，若上条件成立和/#0,方程 (7) 变成/ = 显然，坐标曲线满足这一方程. 

现在考虑主方向，并沿用前面已经建立的记号. 

I 

在 X 的坐标邻域中的连通正则曲线 C 是曲率线的充要条件是对 C 的任何参数表示 〆 /) = 
Xiuit ) , vit )) , I . 均有（参见 3*2 命题 3) 

dN (a it )) — XCt)a ( t ) 

由此得到函数 e / Q )， t /( Z ) 满足方程组 ' 

fF - eG ，丨 gF — fG / , 

EG — F zU + EG - F zV 一 Am 

eF — fE ，丄 fF — gE / — , 

EG - F lU + EG - F 2 V ^ Xv 
由上列方程组中消去 A 就得 到曲率线的微分方程 

(fE — eF ) ( w ， ) 2 + (gE — eG ) uv f + (gF — fG — 0 
并可以将它写成如下的比较对称的形式 

(l /) 2 — UV f (M ’) 2 

E F G = 0 (8) 

e f g 

利用主方向是互相正交的这一事实，从方程 （8) 容易得到，在一个不含有脐点的邻域中， 
一个参数表示的坐标曲线是曲率线的充分必要条件是 F =/=0. 
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例 4( 旋转面）考虑参数表示为 

X(u jv) = (^(v)cosu f^>(v)smu^ip(v)) ^ 0 < m <C 2k^u v <C b 9 <p(v) ^ 0 

的旋转面（见 2.3 的例4,这里分别用 p 和0代替/和 g ). 


第一基本形式的系数为 


E — ^ p 2 = 0 ,G = {<pY + i ( p f ) 


2 


为方便起见，假设旋转的曲线以弧长为参数，即 

(< p ') 2 + ( 〆 ) 2 - G - 
直接计算得到第二基本形式的系数 

( X u » X v ♦ Xuu ) 


EG-F 


^>smu 


cosu 


EG-F 


<pcosu <p smw 


( pCO&U 

<psinu 

0 








因为 F 




0,所以，旋转面上的纬线常数）和经线（《 =常数）都是曲面的曲率线（例 


3中所用的结论). 
因为 


K 


eg 

EG 


— f 2 — 〆 （0’炉" 一 必 〉 


F 


和史是恒正的，这就得到曲上的点是拋物点的条件为 0( 母线的切线垂直于旋转轴）或 
史 >"— 0>" = 0 ( 母线的曲率为 零）. 同时满足上述条件的点是平点，因为由这些条件就能推出 

e =^ f = g =0, 

. 为方便起见，将 Gauss 曲率写成另一种形式，对( 9 ') 2 + (^) 2 = 1作微分就得到 


<P <P = 一 (p Ip ' 


所以， 


K 一 (( 必 V — 4V) =— _(0 2 / 十（ 〆) 2 〆' = ^< 1 _ ⑼ 

9 9 9 

对旋转面，方程 （9) 是 Gauss 曲率的有用的简便的表示式 • 例如，它可以用来决定常数 Gauss 
曲率的旋转面(参看习题 7). 


// 


F 


■ X 


为计算其主曲率，我们首先指出下面的一般性的 结论： 若正则面曲面的一个参数表示使 
厂=0,则其主曲率为 e / E 和尽 / G . 事实上，在这种情形，其 Gauss 曲率和平均曲率分别为 


K 


eg 

EG 


H 


1 eG 屮成 

2 EG 


(参看方程 （ 4 ) 和 （5)). 因为 K 是主曲率的乘积， 2 H 是主曲率的和，由此立即得到我们的结 
论. 


于是，旋转曲面的主曲率为 
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E 

K . 

G 


0 V 


1_ 


( 10 ) 


+ 9 ~< P 9 


因此，这种曲面的平均曲率是 


H 


— 0’ + y ( ijj ^ — iJ) f <P f ) 


( 11 ) 


例 5 曲面经常被给作为一个可微函数 


h(jc ,y) 


的图(参看2_2,命题1)，这里 （ x ， 属于 R 2 的一个开集 !：/• 这时，手边能有有关概念的一些 
公式是较方便的，为得到这些公式，先将曲面用参数表示为 


X ( UiXj ) =(“，以， W ，！；） ） ， ( U ， V ) G U 


其中 


^经简单的计算得到 


X u — (1 ， 0 ， A U )， X 


(0,1 ,/zj 


X 


(0,0 九 ），X 


(0,0 九）， X 


(0,0 ，/i 


所以， 


N(:c ， y) 


(― hj ， — ， 1 ) 

(1 h 2 x h 2 y ) 12 


是曲面上的单位法向量场，并且，对这一定向，其第二基本形式的系数为 


( 1 + /ij + hi ) 1 


(1 十 M 十 /^) 


2 


H ~ U + hl + ^) 1/2 

由上面的表示式，需要的公式都可以经过简单的计算得到.例如，从方程 （4) 和 （5) 就得到 


Gauss 曲率和平均曲率: 


K 


H 


yy hjcy 

( 1 + hi + h z y y 

( 1 + hl)hyy —— 2h jr h y h X y + (1 + h 2 y )h 

a + hi + h 2 y y /2 


经常要讨论由： y ) 表示的曲面的另一个也许是更重要的理由是，任何曲面在局部 
都可以表示为一个可微函数的图（参看 2. 2，命题 3). 给定曲面 S 上的一点 P ， 我们总能选取 
的坐标系使坐标原点就在 p ， 且 z 轴的方向就是曲面的正法向（所以，：^平面与 T / s ) — 
致).这样， S 在 p 点的邻域就能表示为 

z 二 h(x ， y )， (x,y) G t/ 匚 R 2 

其中，是一个开集， A 是一个可微函数（参看 2. 2, 命题 3) ，且 A(0 ， 0)-/>, hAO, 0)=0, 
h y (0, 0)=0( 图 3-19). 
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图 3-19 S 的每 一 点都有邻域使之能表不为 z — h(.r^ y) 

在这一情形， S 的第二基本形式在 > 点对向量( I ， 3^)6; 2 的值为 

UO ， 0)x 2 + 2h! y (0,0):1^ 十 / i vv (0 ， 0)y 

在二元初等微积分中，上面的二次型就是熟知的 A 在（0， 0) 的 He ^ se 函数.所以， / z 在（0， 0) 
的 Hesse 函数就是 S 在 p 的第二基本形式. 

应用上述考虑给 Dupin 标线一个几何解释.沿用上面的记号，并设 e 是一个小的正数，使得 

C = {(x ， jy) 6 T fi (S) ； h(x^y) — e} 

是一条正则曲线（必要时可以改变曲面的定向以使 e >0). 我们想说明，若不是平点，则曲 
线 C “近似地”相似于 S 在 p 点的 Dupin 标线（图 340). 



图 3-20 
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为此，进一步假设 i 轴和 y 轴的方向是主方向，且I轴沿最大的主曲率的方向.于是， 

鬌 

f=h, y (0, 0)=0 ,且 


k '{ p } =壹=/1^(0,0) 

I 

ki ( /)) — — hyy { 0 f 0) 

(_T 

将 Mi，x) 在（0， 0) 作 Taylor 展开，并考虑到 1(0, 0) =0 = A V (0 ， 0) ，得到 

h (: r ， y) (0 ， 0)jr 2 + 2h” (0 ， 0)_rjy + 〜 (0^0)y 2 ) + R 


其中 


~-^-{ k x jo 2 + k 2 y 2 ) + R 


于是，曲线 C 由方程 
给出. 

若 A 不是平点，我们能把曲线 
看作是 C 的一阶近似，经相似变换 


lim 


R 


. w v)-^(0^0) X 


2 


+ y 2 


k\X 2 +^2>^+21? 



= 2 c 


k } x 2 + k 2 y 2 = 2e 


x = x \/2 e » y ^ y v ^2 e 

则 k x x 2 +k 2 y 2 =2e 就变为曲线 

♦ 

^ lP +^2? = 1 

这就是在户点的 Dupin 标线 • 可见， 若 p 不是平点， 则平行于: T A (S) 而与/>充分接近的平面与 
曲面的交线在一阶近似范围内是一華与 f 点的 Dupin 标线相似的曲线， 

若 P 是平点，上述解释未必成立(参看习题 11). 

在这一节的末尾，借助于 Ga USS 映照 N: S — S 2 , 我们将给 Gauss 曲率一个几何解释.实 
际上， Gauss 本人正是这样引进这个曲率的. 

为此，首先给出下面的定义. 

t 

设 S 和5是两个定向的曲面 •炉： S—S 是一个可微的映照，并假设对 S 上的某一点/>, 
是非奇异的* 9称为在 P 点是保持定向的，如果对 Tp(S) 中给定的一组疋基{训，切 2 }， 
( d 9 p ( w '、， 却〆切 2 )}是 T#(S) 的一组正基 • 若{^^，(斯），以％(您 2 )}不是正基，则史称为在 
P 点改变定向. 

注意到曲面 S 和单位球面 S 2 都是嵌入于 R 3 中的，所以， S 的定向 JV 诱导 S 2 的定向 N . 

设户 es 使非奇异 • 因为， 对了 〆 s) 的一组基{叫，比 2 } 

dN p {xv\ ) A dN p ivu 2 ) = det(dN / ,)(u? 1 A w 2 ) = Kzl 、 /\ zv 2 
所以，若 K(/0>0, 则 Gauss 映照在 p 点保持 定向； 若 K(/O<0, 则 Gauss 映照在/>点改变 
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定向.其直观意义如下（图 3-21): T P ( S ) 的一个定向，对 S 上围绕 p 点的小的闭曲线，诱导了 
一个 定向； 这些曲线在 N 下的像将与原来的曲线有相同或相反的方向，这分別依赖于/>点是 
椭圆点或双曲点. 

考虑到这个事实，我们约定，在一块包含在 K 乒0的连通邻域 V 的区域上，若 K >0, 则 
区域的面积和它的经 N 的像的面积有相同的 符号； 若 K <0, 则有相反的符号（因为 V 是连通 
的， K 在 V 中不改变符号）. 



图 3-21 Gauss 映照在椭圆点保持定向和在双曲点改变定向 


现在我们对 K^O 的情况说明前面所提到的 Gauss 曲率的几何解释. 

% 

命题 2 设 f 是曲面 S 上的一点，且 Gauss 曲率 V 是/>的一个连通的邻域，且 
在其中 K 不改变符号.则 

K(p) = lim 

A 

其中 A 是 V 中包含点的一个区域 B 的面积， A'SB 经 Gauss 映射 N: S—S 2 的像的面积. 

极限是对收敛于 々点的 一个区域序列取的，其意义是，对包含 p 点的任一个球，所有的艮 
必包含在这个球内，只要《充分大. 

证明 B 的面积是（参看 2.5) 

A — I A I dudv 

JJ R 

其中 X ( w ， to 是曲面的一个参数表示，其坐标邻域包含 V ( V 可以假设为充分小）， R 是 uv ■平 


/ 
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c. 主曲率是 

h — 2 2 
1 — a + « 2 +W’ 2 — (T+v+v ) 2 

d. 曲率线是坐标曲线. 
e- 渐近线是 w + T；== 常数和 W — TJ== 常数. 

6. (K= — 1的 曲面； 伪球面） 

•a_ 决定平面曲线 C 的方程，它的切线在切点和与曲线不相交的某条直线 r 之间的线段的 
长恒为 1( 这样的曲线称为曳 物线； 见图 1-9). 

b. 将曳物线绕直线 r 旋转得到的旋转面称为伪球面（见图3-22)，在正则点的邻域给曲面 
一 个参数表示. 

c. 证明： 伪球面上任一正则点的 Gauss 曲率都是 一1. 

7. ( 常曲率的旋转面）.设 

(< p ( v ) cosm ， tp ( v ) sinu ) 

是具有常数 Gauss 曲率 K 的旋转面.为决定函数 p 和0，设参数1；使（/) 2 + (/) 2 = 1(其几何 
意义是， v 是母线 （< p ( v ), 〆!；)）的弧长）. 证明： ’ 

a. 沪满足 / + = 0，0由0 = ^ Y ~- T < pY 如给出;所以， 0< w <2 tt ， 的区域使上面 

% 

的积分有意义. 

b. 与: rO：y 平面垂直相交、且具常数曲率 K = 1 的所有旋转面由下式 给出： 

m v _ 

< piv ) = Ccosz;， ( p ( v ) = y /\ — C 2 sin 2 ^ dv 

Jo 

其中 c 是常数（0=史(0)乂试决定 P 的区域，并分别对 c=l、C>1 和 C<1 的情况（见 
图 3-23) 作出曲面的剖面 草图. 注意， C=1 给出一球面. 



图 3-22 伪球面 


图 3-23 
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c. 具有常数曲率 K= — l 的所有的旋转面必为下列类型之一: 

1 )(p(v) = Ccoshv 

j o\/l — C 2 smh 2 vdv 
2)cp(v) — Csinht; 

ip(v)= j o \/1 — C 2 cosh 2 vdv 
2>)cpiv) =e v - 


tp ( v ) = j o^l — e tv dv 

决定 u 的区域，并作岀曲面在 xz 平面的剖面的草图. 
d •在 C 中类型3的曲面是习题6的伪球面. 

e . K =0 的旋转面必为正圆柱面，正圆锥面或平面. 

8* (曲面的>2的阶接触）设曲面5和§具有公共点/>， 若 S 和 S 分别有在 f 点附近的参 
数表示 X 和 X ，使 





UU UU f UV UV ^ W w 

在户点成立，则称 s 和 S 在/>点有 >2阶的接触. 证明： 

设 s 和 S 在户点有>2阶的 接触； X : U — S 和 X : L /— S 分别是 S 和 S 在 p 附近的任 
一参数 表示； /: VdR 3 — R 是 R 3 中 p 点的邻域 V 上的可微函数.则 /« X : L 7— R 的 <2阶 
的偏导数在又(/0全为零. 

• b . 设 S 和 S 在/>点有>2阶的接触， z = f ( x , 3O 和 z = 3O 分别是 S 和 S 在点一 
邻域中的方程，这里平面是二曲面在点》=(0, 0) 的公切面.则函数 / U ， y )~ f ( sc , y ) 
在(0, 0) 点的<2阶的偏导数全为零. 

c . 设是曲面 SCZR 3 上的一点，是 R 3 的一个笛卡儿坐标系，使0=々和: r ： y 平面是 S 

在 P 点的切平面_ 证明： 由 2 = /(: r ， 在多=(0， 0) 的 Taylor 展式中略去三阶和高阶项得到 
的拋物面 


+ 2 ^/^ + y 2 fyy) ( * ) 

在 fi 点与 s 有 >2 阶的接触（曲面 （* >称为 S 在 p 点的密切抛物面）， 

若一拋物面(包括平面和抛物柱面这样退化的情形）和曲面 S 在 fi 点有>2阶的接触, 
则此抛物面就是 S 在/>点的密切拋物面. 

e - 若曲面 S 和 S 在点有>2阶的接触，则它们在/>点有相同的密切拋物面.并证明， 
在 fi 点有相等的 Gauss 曲率和平均曲率. 

f . 证明： 有>2阶接触的性质经 R 3 的微分同胚 不变； 即，若 S 和 S 在/>点有>2阶接触， 
9 ' $ R 3 是一个微分同胚，则 ？?( S ) 和 〆 S ) 在 〆 /?) 有>2阶接触. 

g . 若 S 和 S 在/>点有>2阶接触，则 
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其中 d 是垂直于丁 〆 S ) = 丁 〆 S ) 的直线被二曲面所割的线段的长， r 是从/>到这条直线的 
距离， 

9. (曲线的接触）定义在 R 3 中具有公共点的正则曲线在 点有 Xn 是>1的整数）阶 
的接触，并 证明： 

a . 阶接触的性质经微分同胚不变. 

b . 两条曲线在点有>1阶接触的充分必要条件是它们在^点相切. 

10. (曲线和曲面的接触)设曲线 C 和曲面 S 有公共点/>，如果存在 S 上的过点的曲线 C ， 
使 C 和 C 在 p 点有阶接触 U 为>1的整数），则曲线 C 和曲面 S 称为在 p 点有>«阶接触， 
证明： 

4 

a * 若 /(: r ，： y ， z ) =0是 S 在/?点的邻域的一个表示，, y (0 , z ( r )) 是曲线 C 
在 P 点附近的一个参数表示，且 a (0)=/>， 则 C 与 S 在点有阶切触的充要条件是 


/(了（0)，3/(0)，之 （0)) = 0厚 = ()，••• 

at 



这里的导数是指在 t =0 的值， 

b _ 若一平面与曲线 C 在/>点有>2阶的接触，则此平面必为 C 在 A 点的密切平面. 

c . 若一球面与曲线 C 在/> 点有>3 阶接触， cr (5) 是曲线的一个参数表示， s 为弧长，且 
a (0) = p , 则此球面的中心为 

a(0) + ~h ^-b 


这样的球面称为曲线 C ： 在 f 点的密切球面. 

11. 考虑例2中的猴 鞍面. 用 3. 2的定义作出它在 p = (0, 0，0>的 Dupin 标线，并将这个 

标线与平行于： T ,( S ) 且与接近的平面和 S 的交线作比较 • 为何它们不是“近似的相似”（参看 
3. 3的例 5)? 指出在3_ 3例5的证明中何处不能成立. 

12. 考虑参数曲面 


X ( u ^ v ) = ( sinwcosu ， sinMsim；，cosM + log tan + < p ( u )) 


其中 p 是一个可微函数. 证明： 

a . 曲线常数包含在通过 z 轴且与曲面交成定角 0 的平面上，0决定于 


vi+j^y 

并说明曲线常数是曲面的曲率线. 

b . 曲线1=常数在切点和 Z 轴之间的切线段长恒为1，并说明曲线常数是曳物线（见习 
题 6). 


13. 设 F : 又 3 是一个相似映照，它定义为 

F(p) = Cp , /> 6 R 3 
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C 为正的常数， SC:S 3 是正则曲面， F ( S )= S . 证明 S 是正则曲面，并找出 S 的 Gauss 曲 
率 K 和平均曲率 H 与 S 的 Gauss 曲率 R 和平均曲率 H 之间的关系式. 

14. 考虑由曲线 

y = x 3 ^ —l 〈 *r<l 

绕直线 工=1 旋转所得的曲面. 证明： 由原点（0, 0) 旋转得到的点都是曲面的平点. 

*15. 给出曲面的一个例子，它有一个孤立的拋物点 p (即，在点的某一邻域中不包含其 
他的拋物点）. 

”6. 证明： 在紧致的（即，在中是有界的和闭的）曲面必有一个椭圆点. 

17. 对不可定向的曲面定义 Gauss 曲率.能对不可定向曲面定义平均曲率吗？ 

18•证 明： 图 3-1 的 M 6 bius 带能用参数表示为 


X(.u^v ) = 


((2 — wsin 


其 Gauss 曲率是 



sinw , 





vsm 



COSUj 


# 19. 求单叶双曲面 



的渐近线. 

*20. 决定楠球面 


X 2 y 2 — z 2 = 1 



的脐点. 



■ucos 



# 21. 设 S 是具有定向 N 的曲面 • VCS 是 S 中的开集，/: VCS—R 是 V 上的可微函数， 
且恒不为零 • ％ 和仍是 V 上的两个可微的切向量场，使在 V 的每一点 p ， 与 v 2 垂直且 

Av 2 = n. 

a . 证明： V 的 Gauss 曲率 K 为 

^ _ <d(fN)(v { ) A d(fN)M 9 fN) 

K== 7 - - 

这个公式的优点在于，由对/的巧妙的选择，常常可以简化 K 的计算，见 b . 

b . 利用上面的结果证明，若/是 



在椭球面 



上的限制，则椭球面的 Gauss 曲率是 
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22. ( Hesse 函数）设 / i: S—R 是 S 上的一个可微函数， S 是; t 的临界点（即必， = 0) 




s (™ e，e) —► S 


是一条参数曲线，且 “0) = />， c /(0) = 

H p h (xv) 


•命 

d 2 (h 。 a) 


dt 


2 


a. 设 x: L/—S 是 S 在 f 近旁的一个参数表示，证明（这里， p 为/ i 的临界点是实质性的条 

件）： 

H p h{u x u + vx v ) = (p)(u) 2 4 - 2h uv {p)uv f + h w (p)(v f ) 2 

并推断 T,(S)〜X 是 T；(S) 上确有定义的二次形式（即，它不依赖于 a 的选择）. 
称为/I 在/>点的 Hesse 函数 * 

b. 设 A: S—R 是 S 相对于 TVS) 的高度 函数； 即 

h(q) = (q— p 9 N(p)) , q E S 

验证/>是/ 1的临界点，于是， Hesse 函数 H p h 有意义.证 明：若 wGT fi (S )， | ^ | = 
1，则 


Hph ( txj )== 曲面在 p 点沿 it* 方向的法曲率. 

由此推出，相对于 T/S) 的高度函数在/>点的 Hesse 函数是 S 在 p 点的第二基本形式. 

23. ( 曲面上的 Morse 函数）可微函数 A: 的临界点 pe S 称为非退 化的， 如果与二 

次形式 H,/i( 指 h 在 p 的 Hesse 函数，参看习题 22) 相对应的自伴随线性映照（参看第 3 章的附 
录)是非奇异的，否则就称为退 化的 . S 上的一个可微函数称为 Morse 函数， 如果它的所 
有的临界点都是非退化的 • 设心： SCR 3 —R 是 S 对一点「的距离函数，即 

h r ( q ) r 9 q — r ) , q 泛 S ， r G ^ % r 磋 S 

a - 证明：点/ >6 S 是 L 的临界点必须且只须直线是 S 在夕 点的法线. 
b - 设是: S -* R 的临界点， T P ( S ) » I w | =1* a * (― e，e)—S 是一条以弧长为 
参数的参数曲线，且 = a'CO)-!!；, 证明： 

H ^ (w) = j^h)~ kn 

其中 t 是在点沿比方向的法曲率，并推断若 &} 是 T,(S) 的标准正交基，且 q 和 

e 2 是在 p 点的主方向，则自伴随线性映照 A,/i r 在这组基中的表示是对角 化的； 进一步，多为 

h r 的退化临界点的充要条件是或 h r ( p )= l / k 2 , 这里6和 h 是在点的主曲率, 
C . 证明：集合 


B= {r6 蚊 3 ;心是1\1 0 1货函数} 

是 R 3 中的开的和稠密的点集，稠密的意 思是： 在 R 3 中给定任一点的每一个邻域都有 B 中的点 
存在（这就证明了在任一正则曲面上有“许多” Morse 函数）. 

24' (局部凸性和曲率）曲面 SCR 3 称为在点 />GS 是局部凸的，如果存在 p 的一个邻域 
VCIS， 使V包含在由 7%(S) 决定的 R 3 的一个闭的半空间之内.进一步，若V与： T/S) 只有一 
个公共点，则 S 称为在 p 点是严格局部凸的. 
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a •证 明： 若 S 在户点的主曲率非零且具有相同的符号（即， Gauss 曲率 K (/>)>0)， 则 S 
在户点是严格局部凸的. 

b . 证明；若 S 在 p 点是局部凸的，则在 p 点的主曲率不能有相反的符号(于是， K ( p )^ O ). 

c . 为说明 / C >0 并不保证局部凸性，考虑曲面 

fiocjy) =x 3 (l+jy 2 ) 

它定义在开集 

U = <(x’ ： y) 6 ^ 2 ；y < y | 

上- 证明： 这个曲面的 Gauss 曲率在 U 上是非负的，但在（0, 0)61/ 不是局部凸的（由 R . 
Sacksteder 得到的一个深入的定理可以知道，这种例子不能扩充到整个 R 2 上，如果我们坚持 
要求曲率保持非负 的话； 参看 5. 6的注 3). 

* d . C 中的例子在下面的局部意义中也是很特殊的.设 p 是曲面 S 上的一点，并存在/>的 
一 个邻域 VCS 使在 V 上的主曲率不能有相反的符号（这里的情况 c 中的例子不会发生）.证 
明： S 在 f 点是局部凸的. 

3.4 向量场 e 


在这一节中，将利用常微分方程的基本定理(存在，唯一，以及对初始条件的依赖性）来证 
明曲面上某些坐标系的存在性. 

如果读者愿意假定在本节末尾的推论2、3和4的结果（没有读这一节对这些结果也能够理 
解），本节中的材料在初读时可以略去. 

首先，将对我们打算使用的关于微分方程的材料给予几何表示. 

在开集 UCX 2 上的向量场是一个映照， 对每一点 g € U ， 它都对应一个向量 w ( g ) eR 2 . 
向量场称为可微的，如果对它的坐标表不9= ( x ， jy ) ， wiq ) = ( a ( x » y ) , b ( x , y )) ， a 和 6 
都是 1/ 中的可微函数. 

从几何上看，定义说明，对每一点(工， y )€ U ， 对应的向量的坐标 a (: r , : y ) 和 6(; r , jy ) 可 
微地依赖于(1，： y ) 变化（图 3-24). 


y 



(aOc f y) 9 b(x,y)) 


0 


图 3-24 


0初读时这一节可以略去, 
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以下我们将仅考虑可微的向量场. 

在图 3-25 中给出一些向量场的例子. 

给定向量场 此， 自然要问，是否存在这个向量场的 轨线， 6卩，是否存在可微的参数曲线 

a(t) = ixit) » y ( t ))， 1 9 使 c /( f ) = ). 

例如，向量场 txK : c ， y ) = (. x , y ) 的经过点 （ A ，： y 。） 的轨线是直线 = O〆 ，： y 。 〆 ）， 艺 6 
又，向量场功( 1 ，： y ) = (： V ， 一 J ) 的经过点 （ a :。 ，： y 。） 的轨线是圆 /?(£) = Osinf ， rcos ^) , / 6 R » 


用常微分方程的语言来说，向量场 w 决定一个常微分方程组， 


^的轨线就是方程组 （1) 的解. 


dx 

17 

dy _ 
.dt 


= a ( x ^ y ) 


= bix ^ y ) 


( 1 ) 



( y - x ) 


= (x.y) 


图 3-25 


方程组 （ l ) 的解的（局部）存在和唯一的基本定理等价于下面的关于轨线的说明 （以 下，字母 
J 和 J 表示直线 R 中包含原点 OGR 的开区间）. 

定理1设功是开集 ltcix 2 上的向量场.给定 pet /, 则存在 w 的轨线 a: i^uma \ t )= 

加(《(0)，且 《(()) = />• 轨线按下述意义是唯 一的： n ; 的任何另一个使 p (0)=/> 的轨线 
J ~^ u , 必与 a 在 jfl / 中 一致. 

_ 

(定理1的一个重要的补充是，经过/>点的轨线随/>点可微地变动 • 这一概念能精确地叙 
述如下 .） 

定理2设 w 是开集 UCR 2 上的一个向量场，则对每一点存在 > 的一个领域 V(= 
u ， 区间/，和映照 a: VXJ — L 7, 使得 

1. 对固定的一点 g ev ， 曲线《(心/)， tei , 是如的经过 9 的 轨线； 即， 

a(<? 9 0) = g, = iviaiq^O ) 


2. a 是可微的. 
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定理2的几何意义是，在£ = 0经过々的某一个邻域 V 的所有的轨线，可“集在一起，，构成 
一个可微的映照.在这个意义下，我们说轨线可微地依赖于 〆 图 3-26). 



映照 a 称为 w 在 p 点的（局部）流. 

在本书中，定理1和定理2将假定成立，关于证明，可以査阅下面指出的这本书的第2 

章， W . Hurewicz , Lectureson Ordinary Differential Equations , M . L T . Press ， Cambridge * 


Mass . , 1958. 为了我们的目的，我们需要这些定理的下面的推论 • 

引理设 w 是开集 t / cx 2 上的一个向量场， peu ， 且⑴ （ p ) 关 0 ， 则存在 夕 的一个邻域 
WCILT 和一个可微函数/: W — 3，使/沿 W 的每一轨线为常数，且对所有的 df q 7^0. 

证明 在 R 2 中选取笛卡儿坐标系使 P ==(0， 0)，且的方向就是: C 轴的方向•设 
a ： VX 是在声点的局部流， VCU , 且 S 是《在长方形 


(VXD f] e R 3 ;:r = 0} 


上的限制（见图 3-27). 

由局部流的定义，将 f 轴的单位向量映到 w ， 
将 y 轴的单位向量映到自己.所以，•是非奇异 
的.由此可知，必有 P 点的一个邻域 WCI 17， 在 W 

中 S _1 是确定的和可微的 • (工， W 在 y 轴上的投 

影是一个可微函数6=/(工， ： y )， 它在过（0, ？) 的轨线 
上的所有的点有相同的值 f 因为是非奇异的 ， W 
可以取得充分小，使对所有的点均有 d /； 乒 o . 
因此，/就是所需要的 函数. 证毕* 

上面的引理中的函数/称为瓜在/>点的邻域中 

的（局部） 初积分 • 例如， 若议(工， : y ) = (: v ，一 工）定 
义在 R 2 上，初积分/: : X 2 —{(0， 0)}— IR 是/(工， 

y)=x 2 ~\~y 2 . 



y 


)• ， • 峰 （卿 iJI ■㈣ r gr 、 議 綱 I H li ir il 聊麵 酬 11 1 11 1 娜 _|_ __ * _»1_ 娜 _ 1 ⑽ ■ 麵 「―……― 一 
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与向量场的概念密切相关的是方向场的概念. 


在开集 UC 3： 2 上的一个 方向场 r 是一个对应，对 I ；中的每一点它都对应 R 2 中的 
一条过/>点的直线 r 称为 在点/是可微的，如 果存在定义在 p 点的一 个邻域 V 07 
上的一个非零的可微向量场 w ， 使对每一点 gev ， 尹0且是 r ( g ) 的一 个基； r 称为在1/ 
中是可微的， 如果它对每一点都是可微的. 


对 L / CR 2 上的每一个非零的可微的向量场切， 由 r (多 ）=功(/>)所生成的直线， peU ， 就 
对应一个可微的方向场 r . 


由定义，每一个可微的方向场在局部都给出一个非零的 
可微的向量场.然而，这在整体未必成立.如果 3- 28所示的 
曲线的切线给出 X 2 — {(0, 0)} 上的一个方向场，但是，为得 
到一个可微的方向场，无论如何给曲线定向都会得到矛盾. 

一条正则的连通曲线 CCIL 7 称为方向场 r 在 UCZR 2 中的 
积分曲线，如果对每一点 geC ， Kg ) 都是 C 在 g 的切线 • 

由前面已经看到的，给定开集 UCZR 2 上的一个可微的 
方向场/*，对每一点 geU , 都有经过 g 的 r 的积分曲线 C ; 
r 在 U 中决定的向量场过 g 的轨线的轨迹与 C 局部一致，以 
下，我们将仅考虑可微的方向场，并且，如无特别声明，凡 
说到方向场都是.指可 微的. 

现在说明描写方向场的一个自然的方法如下 .在点 

R 2 的两个非零向 量训和 加 2 称为等价的，如果存在非零的实数 A ， 使两个这样的 

_ 

向量表示通过 g 的相同的直线，并且，反之，若两个非零向量属于通过 g 的同一条直线，则它 
们是等价的 • 于是，在开集 L / CIR 2 上的一个方向场能够这样给出， 对每一点 q € U ， 都指定一 
对实数 （ n ， r 2 )( 属于 r 的一个非零向量的坐标），其中，对任意的实数 A 关0， （ n ， r 2 ) 和 (An, 
Ar 2 ) 认为相等， 

» • 

用微分方程的语言来说，一个方向场 r 通常由方程 



图 3-28 在 R 2 — {(0 ， 0 )} 中的 

不可定向的方向场 


a(x,y) 孕 

at at 


0 


( 2 ) 


给出_其意义是， 在点 g =( x ， y )， 对应的过 9 的直线包含向量（6， 一 a ) 或它的任意非零倍 
(图3-29)，向量场(6， 一 a ) 的轨线的轨迹是『的积分曲线 • 因为，在上面的考虑中，参数表示 
并不起作用，所以，常用表示式 


adx + bdy = 0 

代替方程 (2) ，它们的意义是一样的. 

上面所引进的概念属于 R 2 的局部性质的范围，它们仅依赖于 R 2 的“微分结构”.所以，把 
它们转移到正则曲面并无进一步的 困难. 现说明如下. 

定义1正则曲面 S 的幵集 UCS 上的一个 向量场 是一个对应，对 u 中的每一点 

指定一个向量 xK />)67^( S ). 向量场 w 称为在夕点是可微的，如果对 S 在户附近的某一个参 
数表示 X ( M ， X ；)，向量场表示为 
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y 



w(p) = aiuiv)X u + b(u^v)X v 

其中 a ( w ， z ;) 和 6 U ， 仍都是可微的.显然，上述定义不依赖于 X 的选取. 

类似地，我们能够定义轨线，方向场，和积分曲线等.上面的定理1，定理2和引理都能 
容易推广到现在的情况，只要把: X 2 改为 S , 叙述都是一样的. 

例1在通常的环面了上，经线取弧长为参数.定义功(》是过 p 的经线在/>点的速度向 
量，这样就得到 T 上的一个向量场（图 3-30), 注意，对所有的/)€丁， | w ( p ) I =1. 留作习 
题（习题 2)， 证明向量场 w 是可微的. ^ 

例2在球面 S 2 上，类似的过程应用于 S 2 的半径线，这就得到一个向量场，它在球面上 
除去北极 N 和南极 S 外有定义.为得到在全球面上的向量场，在所有的半径线上再取相同的 
参数〖，一 1<£<1，并定义 

p) = (1 — ip ^ S 2 — { N } IJ {S} 

viN} = v{S) — 0 

则得到定义在 S 2 上的向量场识图 3-31). 



图 3-30 


图 3-31 
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例 3设5={(工， > — ： V 2 } 是双曲拋物面. S 与平面 z = 常数參0的交决 

定一曲线族 { C fl h 使经过 S — {(0, 0, 0)} 的每一点都有一条曲线匕通过.这些曲线的切线给 
出 S — {(0，0， 0)} 上可微的方向场 r . 我们要找在 S — {(0，0, 0)} 上一个方向 场 〆 ， 它在每 
一 点都与 r 垂直，并 决定 〆 的积分曲线•，称为 r 的正交场，其积分曲线称为 r 的正交 曲线族 
(参见 2. 5习题 15). 

首先给 S 以参数表示. 

Xiu^v) = (u 9 ViU 2 — t/ 2 )，w = x^v = 3 ^ 

曲线族由 — V = 常数关 0 给出（或更确切地说，由这个集合经 X 的像给出）.若 + 

I 

是某一条曲线 C a 的正则参数表示的切向量，经对 《 2 — V = 常数微分得到 

2uu —' 2i/u f = 0 

于是 ， U ， t /) = ( 一〜 - W ). 这就给出了 r ， 在参数表示 X 中，它就是 U ， U ) 或（ V ， 《) 的任 
意非零倍. 

现在，设 ( aU ， X ；)， 6( m , t ；)) 是正交场，在参数 X 中的一个表示.因为 

E = 1 + 4 u 2 »F = — 4uv 9 G = 1 + 4v 2 
且 〆 在每一点与 r 正交，故有 

Eav + F(bv + aw ) + Gbu = 0 

或 

(1 + 4w z )a^ — 4ify(^+aM) ~h (1 iv 2 )bu = 0 

这就得到 

•lu + = 0 ， ( 3 ) 

这就在每一点决定了 （《，6)( 允许差一个非零倍数），因此，得到了正交场 r '. 

现求 〆 的积分曲线，设是 〆 的积分曲线的某个正则参数表示的切向量，则 
( z /， i /) 满足方程 （3); 即， 

uu f + tw / = 0 

或 

UV =常数 

I 

这就得到了， { CJ 的正交曲线族是由曲面 S 和双曲柱面 13 * = 常数关0的交给出的. 

这一节的主要结果是下面的定理. 

定理 设 叫和奶 是曲面 s 的开集 U 上的两个肉量场，它们在 U 中的某一点/>是线性独 
立的.则存在/>点的邻域 VCZCJ 的参数表示，使对每—点这个参数表示过 g 的坐标曲 
线与 ( g ) 和 T ^( g ) 所决定的直线相切. 

证明 设 W 是 p 的一个邻域，在其中力和/ 2 分别是叫 和叫的 初积分.由 

cpiq) = (/i(9)»/ 2 (g))» q ^ W 

定义一个映照 

< p t W ^ R 2 

因为，， 在叫 的轨线上是常数，且故在 p 点有 
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d(p p {xvy ) = ((df \) piuux) f(df z) p(w x )) — (0 ， a) 

其中)#0，这是因为叫和切 2 是独立的.类似地， 

d^pi^ ) = ( 6 , 0 ) 

其中 b =( df 1 ) p ( uj 2 )^0. 

这就说明是非奇异的，因此， p 是局部微分同胚.所以，存在 〆 P ) 的邻域 Gczr 2 , 
由 X = f 1 将它映到夕的一个邻域卩=又（口) 上； 即， X 是 S 在/>附近的一个参数表示，它的 
坐标曲线 

/ i ( g ) = 常数, / 2 ( g ) = 常数 
在 g 点分别与(9)， ty 2 ( g ) 所决定的直线相切.证毕. 

应注意，定理并不保证能有曲面的参数表示，使坐标曲线的速度向量为训（0和奶 Q ). 
袼定理的结果应用到作为正则曲线（点集）的坐标 曲线； 较确切地说，我们有 

推论 1给定在开集 UCS 上的两个方向场 r 和 〆 ，使在々617, r ( p )^ r ( p ), 则存在/> 
点邻域中的一个参数表示 X ， 使 X 的坐标曲线就是 r 和，的积分曲线. 

上面的定理的第一个应用是，在正则曲面的任一点附近正交参数表示存在性的证明. 

推论 2 对所有的/ >6 S , 都存在/>点的一个邻域 V 中的参数表示 XU , ^)，使坐标曲线 
« = 常数和 u = 常数在每一点 gev 都是正交的（这样的； C 称为正交参数表示）. 

证明考虑在 p 附近的任一参数表亦 X : 并定义在 X ( L /) 中的两个向量场 ： tt »] = 

又“， tv 2 = ~( F / E ) X - u + X ^ 其中£， P ， G 是在又中的第一基本形式的系数 • 因为叫 （ g ) 和 
奶 （ g ) 在每一点 gex ( D ) 都是正交的，应用上面的定理就得到需要的参数表示.证毕. 

定理的第二个应用（较确切地说是推论1的应用）是，由渐近方向和主方向给出的坐标的存 
在性. 

在 3. 3中已经看到，渐近线是方程 

e(u) 2 +2fuV + g(v ) 2 = 0 

的解.在双曲点 p 的附近， eg - f <0 9 上面的方程的左端可以分解为两个不同的线性因子 

(Au +Bv)(Au +Dv f ) = 0 (4) 

其中系数由下式决定 

A 2 = 疗， A( JB + D) = 2f 9 BD = g 

因为叹 一 /<0,上列方程组有实解，于是，方程 （4) 给岀两个 方程： 

Au + Bv f = 0 (4a) 

Au + Dv f — 0 (4b) 

每一个方程决定一个可微的方向场(例如，方程 （4 a ) 决定方向它包含非零向量 （ B ， 一 A ))， 

并且，在上述邻域中的每一点，由 （4 a ) 和 （4 b ) 决定的方向是不同的 • 应用推论1，在/>点的一 

邻域可以选取参数使坐标曲线就是方程 (4 a ) 和 (4 b ) 的积分曲线. 

推论 3设 /> es 是 S 的双曲点，则能在/>的邻域中给出一个参数表示，使坐标曲线就是 
S 的渐近线. 

例4 考虑双曲拋物面2：== « r 2 — y ， 这几乎是一个平凡的例子，不过我们可以用它来解释 
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使用上面所说的方法的过程.通常我们将整个曲面用参数表示为 


简单的计算表明， 


X(u 9 v) = (u^v^u 2 — v z ) 


_ 2 
e — TT+ 4 iTT ^ 2 ") 172 

于是，渐近曲线的微分方程为 




(1 +4“ 2 +4W /2 


(1 +4“ 2 +4x； 2 ) l/ 


((«') 2 — ( z /) 2 ) = 0 


它能分解为两个线性方程，并给出两个方向场： 

r\ \ u v — 0, r 2 : u 一 = 0 

这两个方向场的积分曲线是下列两族曲线： 

n : w 十 r =常数， r 2 ：u — v =常数 

显然，函数/!(«， v)~u+v, f 2 (u ， = u — 分别是对应于 n 和 r 2 的初积分.于是，令 

U = U + Vf V — U 一 V 


这就得到在整个曲面 z = x 2 — y 上的新的参数表示，其坐标曲线就是曲面的渐近线， 

在这个特殊的情形，参数变换在整个曲面上成立. 一 般地，即使整个曲面上的点都是双曲 
点，这变换在整体未必是1对1的. 

类似地，在 s 的非脐点的邻域，曲率线的微分方程能分解为两个不同的线性因子.经类似 
的讨论就能得到 

推论 4 设/>是5的非脐点.则存在 p 的邻域中的参数表示，使在这个参数表示中的坐标 
曲线是 S 的曲率线. 


习题 


1. 证明：向量场的可微性不依赖于坐标系的选择. 

2_ 证明： 在环面上的所有的经线取弧长作参数时，它们的切向量(例 1) 所成的向量场是可 
微的， 

3_证明：定义在正则曲面 SCR 3 上的一个向量场切是可微的，必须且只须映照如： 

R 3 是可微的， 

、 

4. 设 S 是一曲面， X : U — S 是 S 的参数表示， a ( w ， V )和 6( u ， i ；) 是可撖函数，则 

a(ufv)u ^ b(u 9 v)v = 0 

4 

决定了 X ( LO 上的一个方向场 r ， 它在每一点 X («， 对应一条包含向量 — 的 
直线 • 证明： 在 X ( C 7) 上存在 r 的正交场，（参看例 3) 的充分必要条件是 

Eb — Fa f Fb — Ga 

在处处不同时为零(这里£：、 F 和 G 是曲面在 X 中的第一基本形式的系数），且 〆 由下式 

决定 


(E& — Fa ) u’ + ( Fb — Ga )^ — 0 

5. 设 S 是一张曲面， X : U — S 是它的 一 个参数 表示. 如果 ac — 6 2 <0，证明 
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a(u^v) iu ) 2 + 2biu 9 v)uv f + c(u 9 v)(v ) 2 ― 0 

能被分解为二个不同的方程，其中的每一个都定义了 x ( u ) cs 上的一个方向场.再证明 
这两个方向场正交的充要条件是 

Ec - 2 Fb+Ga - 0 

6. 直线 r 是一条运动的直线，运动时与 z 轴相交并保持定角 a ， 且 r 上的每一点画出一条 
围绕^轴间距为 r 关0的螺旋线， r 所画出的图形是参数曲面 

Xiuyv) = (t ； sinacosM » ^sinasinw , vcosa ~\~ cu) 

的轨迹（见图 3-32)* 容易看出， X 是正则的参数曲面（参看2.5，习题 13). 把参数 （ w ， W 限 
制在一'个开集^，使 X(U) = S 是一'个正则曲面（参看 2. 3，命题2 ). 

a . 求坐标曲线族 W = 常数的正交曲线族(参看例 3). 

b . 利用曲线族《 =常数和它们的正交曲线族得到 S 的一个正交参数表示+ 证明： 在这个新 
参数 （ u ， U 中，第一基本形式的系数是 

G = 1 ，F = 0， E = { c 2 + (v — cu cosa ) 2 } sin 2 a 



图 3-32 


7. 定义可 微函数 /: U 匚 S—R 对 1/ 中的一个向量场 仪， 的方向导数 u ；(/)( g ) 为 

xt»(/)(g) = #(/ 。 a) ， q U 

at 7=o 

其中 7— S 是一条曲线，且 a (0)= g ， 证明： 

a - w 在 L 7 中是可微的充要条件是对 [/ 中所有的可微函数/， /) 都是可微的. 
b . 设 A 和 / i 是实数，心 I 7 C ： S — R 是 L 7 上的可微 函数； 则 

•w(Xf = Aw ( /) + ( /) 

加 （/《）= w (/) 总 + fxv ( g ) 

8，证明：若 w 是曲面 S 上的一个可微的向量场，且对某一点 wip ) 判 ，则必存在 
P 点邻域中的一个参数表示 X ( u ，* y ) ，使 = 

9. a . 设 V 和 W 是分别陚予内积<，> 和（，）的二维向量空间， A : V — W 是非异的线性映照. 
A 称为相似，如果存在实数 A 弇0使 （ Aw ， A 巧） = A <%， ％>对所有的％，奶 6 V 成立 • 证明: 
若 A 不是相似，则存在 V 中唯一的一对标准正交向量和 e 2 ，使 Aq 和 A & 在 W 中是正 
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交的. 

b •利用 a 去证明 TLssot 定理： 设史： t / CS , — S 2 是从曲面&上户点的邻域 [/ 到曲面 S 2 
的微分同胚，在每一点都不是相似.则必有&上户点邻域中的一个正交的参数表示 X 1: U — 
s r ， 使厂兄=1: a — s 2 也是 s 2 上点 0/>) es 2 的邻域中的一个正交参数表示. 

10 •设 T 是 2. 2例6中的环面，由 

< p ( u ^ v ) = ( (rcosM + a)cosv，(rcosw a)sint; ， 7\siiiw) 

定义一个映照 

^ ： R 2 — T 

这里 w 和 w 是 R 2 的笛卡儿 坐标. 设 w = 是 R 2 中过 （0，0) 的一条直线，并考虑 T 

中的曲线0 ( 0=9 ( 如， 证明： 

a . 9 是局部微分同胚. 

b , a (0 是一条正则 曲线； 是闭曲线的充要条件是 6/ a 是有理数. 

# c . 若是无理数，则曲线 在了中稠密； 即，在任一点/丁的每一个邻域中都有以/) 
的点. 

利用在 UCS 上的向量场 w 轨线的局部唯一性去证明下面的结果.给定 peu ， 存在 
加的唯一的轨线 a: I — U ， 使“。）：/?,且它的下述意义是极 大的： 任何另一轨线 A J — U ( 亦 
有汛0) = />)必是《在/ 上的限制（即， JC /, 且 | 

# 12. 证明： 若功是紧致曲面 s 上的可微向量场， a ( r ) 是 u ； 的极大的轨线， a a ( o )==/>, 
则对所有的有定义. 

13. 构造在平面的开圆盘(它不是紧致的）上的可微向量场，使它的极大的轨线不能对所有 
的 ten 定义（这说明习题12中 的紧致条件是 实质性的）. 


3.5 直纹面和极小曲面 e 


在微分几何中，人们发现有相当多的特殊情形（如旋转曲面，平行曲面，直纹面，极小曲 
面等），它们或者本身是非常有趣的（如极小曲面），或者可以作为体现在几何中运用微分方法 
的威力与局限性的漂亮的 例子. 按照这本书的精神，到目前为止我们已经在例题和习题中处理 
了这些特殊情形. 

然而，进一步详细介绍这些专题中的某一些可能是有用的.现在我们试图这样去做，在这 

一节中我们将展开直纹面的理论和给出极小曲面理论的初步介绍.在整个这一节中将自然地使 
用在 2. 3中定义的参数曲面的概念. 

如果读者需要，整个这一节或其中任一专题均可略去_除了 B 节中的例6可供 A 节参考 

外，这两个专题是相互独立的，并且，它们的结果在本书的其他部分也没有作实质性的使用. 
A . 直纹面 # 

一个（可微的） 单参数（直）线族 G (0, m (/)} 是一个对应，每一个 iGJ ， 都对应一点 
3 3 和一个向量 3 ，加（，）关0，使和 uKO 连续地依赖于 f ， 对每一个〖61，通过 


G 初读时可以把这一节略去. 
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aU ) 平行于 wG ) 的直线 L 称为直线族在/的直线. 

给定一个单参数直线族 { a (/)， xv ( t )}, 参数曲面 

X ( tfV ) = a ( t ) + xruoit ) ♦ t I fV ^ R 

称为由族{«(0,加(/)}生成的直 纹面. 直线乙称为母线，曲线 a ( A 称为曲面 X 的准线 • 有时候，直 
纹面的表示式意味着 x 的轨迹 • 应注意，我们也允许 X 有奇点，就是使不的点(/， V ). 

例1直纹面的最简单的例子是正则曲线的切线面（参看2*3，例 4), 柱面和锥面.柱面是 
由单参数直线族 U ( r )， uK /)}( rGD 生成的直纹面，其中 a ( J ) 包含在平面 P 中，与 R 3 的 
一个固定方向平行（图 3-33 U )). 锥面是由族 U (/), J ) 生成的直纹面，其中 a ( J ) c = 

Z 5 ， 且所有的母线都经过一点(图 3-33( b )). 



⑷ (b) 

图 3-33 


例2设义是^^平面上的单位圆周: r 2 +/ = l ， aG ) 是 S ' 的参数表示， s 是它的 弧长. 对 
每—个 s ， 命此心 ）= / (0 +6， 其中 e 3 是 z 轴的单位向量（图 3-34) 则 

XXs，v) = aX .、) + v ( a ’（ s ) ~h 亡3 ) 

是直纹面.‘若将: T ：% 成为 

m 

X(^fv) = (cos5 — t；sin5 » sins + x^cos5» v) 



图 3-34 x 2 +y 2 —Z 2 =1 作为直纹面 
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并注意到 ： t 2 +/— z 2 ==1 + t ; 2 — t / = 1， 这就得到了我们较熟悉的 形式. 这就表明， X 的轨迹是 
旋转双曲面. 

有意思的是，若取 w ( iV ) = — c / G )+ e 3 , 我们得到相同的曲面，这表明旋转双曲面有.两族 
直母线. 

我们这样定义的直纹面允许出现 奇点. 如果我们想要包括切线面和锥面的话，这是必要 
的.我们即将证明，至少是对满足某些适当条件的直纹面，其奇点（如有的话)将集中在曲面的 
一条曲线上. 

现在开始讨论一般的直纹面 • 我们不妨假设丨 | = 1 , tei . 为能展开这一理论，我 
们还要假设一个非平凡性的条件，即对所有的 / GJ ， ic /( O 7^0, 若的零点是孤立的，则 
能将曲面分成块使这理论能应用到它们中的每一块.但是，若 u / Q ) 的零点有聚点，则情况就 
变得比较复杂，这里我们将不予处理. 

假设 ti / U ) 乒0, 通常说成直纹面 X 不是柱面. 

如无特别声明，我们总假设直纹面 

X ( t , v ) — a ( t ) + znv ( t ) (1) 

不是柱面，且丨仪， (/) | =1， tei . 注意，假定 | vuU ) | =1就保证了 <比（〖），对所 
有的成立. 

首先，我们要找一条参数曲线 〆 【）， 使〈/(〖）， u /(〖）> = o ， teu 且在 X 的轨迹 
上； 即， 


其中 


择 (t) = ait) + uiOvuit) 

WO 是某一实值函数.假设这样的曲线存在，则由 


( 2 ) 


〆= c/ + uxv + iav f 


和 < Zt ， ， Tl / > = 0得至 |J 




〈 〆 ， k/ 〉 = (a ， ie/〉+ u(w f ， x «/〉 


这就得到 ， w = w (/) 由 


( a ， vJ 、 

(zv fXV ) 


(3) 


给定 • 于是，由方程 （2) 和 （ 3 ) 所确定的曲线岸/)就是所需要的曲线 • 

现在将证明曲线^不依赖于直纹面的准线《的选取 • p 称为直纹面的腰曲线，它上面的点 
称为直纹面的中心点. # 

为证明前面的断言，设 a 是直纹面的另一条 准线； 即，对所有的 U ， 

X(t = ait) + ^uw(t) = a(t) + siv(t) ( 4 ) 

对某一函数 .s = . v (/) 成立.于是，由方程 （2) 和 （3) 得到 

\XV fW > 

其中 3 是对应于 5 的腰曲线.另一方面，由方程 （4) 得到 

a 一 a = (s —— v)zv(t) 


又因为1«/>=0，所以， 
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^ ^ f 、1 < (U — A) VU ， 1C ’ 〉 ^ 

B~ B = (.S* — v) H - : ~7 - 7 T - 认 ， = 0 

r r { \XV »xt' / j 

这就证明了我们的断言. 

现取腰曲线作为直纹面的准线，则直纹面可以表示为 


X(t 9 u) = j3(t) + uxv(t) (5) 

由此得到 

X/ =〆 + mv f , X u = tv 

和 

X t /\ X u — ^ f \ w uu / f \ vu 
又由 < T «/，^^> = 0 和 < Zi /， 〆 >=()， 得到 

^ /\ xv ~ Xw f 

其中 A 是 f 的某一函数 A = AU ), 所以， 

I X, A 1 2 = S + mv f {\ vd \ 2 = X 2 1 it/ j 2 十 m 2 I 仪 ’ 1 2 

=(A 2 + w 2 ) I xv 1 2 

这就说明，直纹面 （5) 仅有的奇点必在腰曲线 M = 0 上，并且，腰曲线上的点是奇点必须且只须 
A ( f )=0 .而 


, ( S f ^ xv , xv f ) 

1 ^ 

f U ，| 2 

其中 （ 〆 ， tt ，， vu •、是 W I\VU ， 扣'>的简写. 

现在计算曲面 （5) 在它的正则点处的 Gauss 曲率. 因为， 

% 

X"=〆 + uw ” 、 X m = uu , X m = 0 

其第二基本形式的系数为 




0， / 


( X t ^ X u _ ( 〆 ， uN ~ a /) 

TxTTXT ~ I x , a x H I 2 


因此（因为 g = 0, 计算 K 并不需要 e 的值）， 




( 6 ) 


这就表明，在正则点，直纹面的 Gauss 曲率 K <0， 并且 ， K = 0 的点仅在那些与腰曲线相交于 
奇点的母线上. 


方程 （6) 允许我们给直纹面的（正则的）中心点以几何解释.事实上， 一 条母线上的点，也 
许除中心点外，都是曲面的正则点 • 若 A #0， 函数 | K ( u ) | 是母线上的连续函数，并且，由 
方程（6)，腰点的特征是 | K ( u ) | 在那里取极大值. 

关于腰曲线的另一个几何解释见习题 4. 

注意，在一条直母线上关于中心点对称的点处曲率 K 有相同的值(这正是“中心”的含意). 
函骛; 1(/) 称为 x 的分 布参数 • 因为腰曲线不依赖于准线的选取，故 A 也不依赖于准线的选 
取*若 X 是正则的，则 A 有下列解释 • 曲面在(/， 幻的法 向量是 

N ( t ， u ) = T ^ A , = 化丄十，，八 ^ 

I 足八 ！ A 2 + M 2 t VO I 
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另一方面 ( A ^ O ) 


iV ( f ，0) 


7 ~ 
W 


因此， 若0是 N ( t ， W )* NG ，0) 所成的角，则 


tariff 


(7) 


所以，若0是母线上一点的法向量与这条母线上腰点的法向量所成的角，则 tan 0 与这两点之间 
的距离成比例，且比例系数是分布参数的倒数， 


例 3设 S 是双曲拋物面 


kxy ， k ^ 0 


因为，直线 y = = ^ 对每一个/关0都在 S 上，所以， S 是直纹面.这个直线族与平面 


0的交是曲线 


0 , 


取这条曲线为准线，向量 tuG ) 平行于直线 I 


得到 


a ( t ) = ( r ，0,0) , ivit ) 




0 , 


这就给出直纹面（图 3-35) 


X(t ^ v ) — a (0 + xftv ( t ) 


== \^ ' ~k ^ ^ ^ Ik »^ Jbi 


其轨迹显然与 S —致. 



图 3-35 2 = x ： y 作为直纹面 


因为《'(0 = (1，0, 0), 故腰曲线就是《本身.分布参数是 

、— l+k 2 t 2 

A f 

注意，加⑴与如 (0) 所成的角沒的正切为 

上述注意引导出直纹面的一个有趣的一般性质_考虑正则直纹面上沿一直母线的法向量 
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族，它生成另一个直纹面.由方程 （7) 和上述注意，这个生成的直纹面恰好是双曲抛物面 
x -= kyz , 其中 1/ A 是选定母线的分布参数的值. 

在直纹面之中，可展曲面是特别重要的.现在再从任意的直纹面（不必要假设非柱面） 

X(t ， v) = a(t) + vw (t) (8) 

开始讨论，它是由直线族 I xf ( r ) I =1) 生 成的， 曲面 （8) 称为可展的，如果 

= 0 (9) 


(9) 


为给出条件 （9) 的几何解释，现计算可展曲面在正则点的 Gauss 曲率.由得到方程 （6) 时的 


类似的计算过程，得到 


0, 


(TtNTl/ ) 

Fx7 a x , I 


由条件 （9)，/- O ； 因此， 


K 


eg — r 

BG-F 


这就说明，在正则点，可展曲面的 Gams 曲率恒为零. 

对可展曲面的另一种几何解释，见习题 6. 

现在来区别可展曲面的两种情况，它们并未穷竭所有可能情形， 

l . w ( t ) 喊 这就蕴涵 u /(【） 三 0. 所以， w (/) 是常向量，直纹面是柱面，它可以 

看作是此柱面与法向为 w (/) 的平面的交线上的柱面. 

2•对所有的， e /， 加(/) Au / U ) 关 ()• 这时对一切 J 就有扣'（/)关 0. 所以，曲面不是柱 
面，我们可以应用前面的讨论 • 我们能决定它的腰曲线 （2), 并验证其分布参数 


W 




= 0 


( 10 ) 


因此，腰曲线是可展曲面的奇点的轨迹.若对所有的， （ 0#0，则从方程 （10) 和 < 〆 ， 
u /：) 二0得到与 〆 平行.于是，直纹面是0的切线面.若对所有的/6 I ，众（0 = 0，则腰曲线 
为一点，直纹面是以这一点为顶点的锥面. 

当然，上述两种情况并不是所有可能的 情形. 通常若所涉及的函数的零点包含聚点，分析 

起来就复杂得多.总之，除去这些聚点，可展曲面一定是一些柱面、锥面和切线面片段的 
联合. 

正如我们已经看到的，在正则点，可展曲面的 Gauss 曲率恒 为零. 在 5*8 中，我们将证明 

噱 

反过来的一个整体性质，那就是，若一正则曲面 SCIR 3 作为 R 3 的子集是闭的，且其 Gauss 曲 
率恒为零，则必为柱面. 

例 4( 沿曲面上一条曲线的切平面族的包络） 设 S 是正则曲面 ， a = 是 S 上的一条参数 

曲线，参数 .、是 弧长，且 a 的每一点都不切于渐近方向 • 考虑直纹面 


X ( s ， v ) = a (/0 十 


N(s) A 

~ a) I~ 


( 11 ) 


其中 NCs ) 是 S 的限制在 a (. v ) 上的单位法向量（因为 a '(.、) 都不是渐近方向，故对所有的 


我们将证明， X 是可展曲面，它在 


0的邻域是正则的，且沿 


0与 S 相切 
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但是，在这之前，我们先给曲面 X 以几何解释. 

考虑曲面 S 沿曲线的切平面族 {7 V 0 ( SM . 若 A 充分小，则族中的两张平面 7； ( s > ( S ) 

和 T a ( s + A ,>( S ) 相交于一直线，它平行于向量 

N(.s) A N(,s+A5) 

As 

若让〜趋于零，则直线的极限位置平行于向量 

lim N(s) A ^ (5 + AO =limJV(5) A +A5) — N(5)) 

An—0 A^O 

= N(s) A N f (s) 

其直观意义是， X 的母线是族 { T a ^( S )} 中邻近平面交线的极限位置， X 称 为曲面 S 沿曲线 
aG ) 的切平面族的包络（图 3-36). 


(5) 



图 3-36 


例如，若 a 是球面 S 2 的纬圆的参数表示，则 S 2 的沿 a 的切平面族的包络或为柱面，如果 
a 是 赤道； 或为锥面，如果 a 不是赤道（图 3-37). 

为证明 X 是可展曲面，只要验证条件( 9 )对 X 成立.事实上，经直接计算就得到 

/^LA A (NLA N^y /A /N A ^ A (N 八 NV ,\ 

\TN r \ A lTN y I ) ，叫 - \ \ N r \ 八 ■ \ N f \ / 

=j- N l |2 <<n a n'isHn") 

= 0 

这就证明了我们的断言. 

现在证明，在 v ^ O 的邻域中 X 是正则的，且沿 a 与5 相切. 事实上，在 x ；-0, 我们有 

X A x„ =a r A - (A [ W) = <N\ a f ) 



(k n N) 

FaTT 


其中 L 二怂 （.、)是《 的法曲率，因为 tCs ) 处处不为零，这就表明 X 在= 0邻域是正则的，且 
X 在: r (. v ，0) 的单位法向量与 NG ) —致.所以， X 沿^ = 0与 S 相切，这就完成了我们的 
证明. 



图 3-37 球面沿纬圆的切平面族的包络 


现在总结我们的结论如下.设 aU ) 是曲面 S 上的一条参数曲线， s 为弧长，且“〃)在每一 

点的切向都不是渐近方向*则5沿《的切平面族的包络是可展曲面，它在 a (>) 的邻域中是正则 
的，且沿 aU ) 与 S 相切. 

B . 极小曲面 


一张正则的参数曲面称为极小的，如果它的平均曲率恒为零.一张正则曲面 SCR 3 称为 
极小的，如果它的每一个参数表示都是极小的. 

为解释极小这个词的含意，需要引进变分的概念.设 X : UCZX 2 —: x 3 是正则的参数曲面. 
选一个有界区域 DCXK 参看 2.5) 和一个可微函数 L : D — R ,这里 D 是区域 D 和 D 的边界 
3 D 的并 • X ( D ) 的由/ I 决定的 法向变 分是下面给出的映照（图 3-38) 

D X (― e ， s) R 3 


<p(u,v^t) = X(u^v) + th{u,v)N(u,v} 
(u,v) 6 £>，， 6 (— e ， e) 

对每一个固定的 f 6(— e ， e )， 映照； T : D — R 3 , 

X^UjV) — <p(u ， v ， f) 

是一个参数曲面，且 

= X u +thN“ + th u N 

o u 

^ - = X v + thN v + ih v N 

a v 



于是，若用 £'， F % G f 表示； T 的第一基本形式的系数，则有 图 3 _ 38 的法向变分 
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E f = E^th((X u ,N u ) ^(X u ,N u ))+t z h 2 (N u 9 N u ) +t 2 h u h u 
p = F 十汸 （ <X„，AU + (X V ,N U )) +t 2 h 2 (N ti ,N v ) +t 2 h u h v 
- G ( = G+th((X v 9 N v ) + <X v ,N v ))+t 2 h 2 <N v ,N v )+t 2 h v h v 
由 

<X„,N h > =i ，〈 H> + <H> =~2f 


<X V ,N V ) g 

和平均曲率 H 为（见 3.3, 方程 （5)) 



Eg-2fF+Ge 

EG-F 2 


得到 

其中 lim(J?/r) = 0. 


^G 1 - (P) 2 =EG-F 2 -2th(Eg ~2Ff + Ge) +R 

= (EG- F 2 )(l- ithH)^\-R 


这就说明，若 e 充分小， I 是正则的参数曲面.此外， KD ) 的面积 A (0 是 


A(0 = J,^- (F)2 ^ 


~ e V^T — AthH + R VEG — F 2 dudv 

其中 R == i ?/( EG — F 2 ). 可见， 若 e 充分小， A 是可微函数，且它在 e = 0 的导数为 

A '(0) =- \ 2 hH ^/ EG^Wdudv (12) 

J D 

现在来说明对平均曲率恒为零的曲面使用极小这个名词是恰当的. 

命题1设 X : U — R 3 是正则的参数曲面， DC ： (/是1/中的有界区域 • 则 X 为极小的充要 
条件是对所有这样的 D 和 X ( D > 的所有的法向变分成立 A '(0) = 0. 

证明若 X 是极小的，即 H =0， 条件埽然满足.反之，若条件满足但 H ( g ) 关0， q 是 D 

中的某一点_选心 D — R 使 / i ( g ) = ff ( g )， 而 A 在 9 的一个小邻域外恒为零.则对由这个 A 决 
定的变分， A '(0)<0, 这就得到矛盾.证毕. 

所以，极小曲面 X 的任一有界区埤 X ( D ) 对 X ( D ) 的任意法向变分的面积函数是一个临界 
点.应注意，临界点未必是极小值点，因此，极小这个词看来未必十分合适.不过，这个术语 
已经使用了一个较长的时间，它是由 Lagrange 于 176( T 年首先定义的. 

极小曲面常常联系于按如下方法得到的肥皂薄膜，将用金属丝做成的框子浸到肥皂水中后 

再小心地取出来.假如试验做得好，就能得到以这个框子为边界的肥皂薄膜 • 由物理学上的考 

虑，在它的正则点平均曲率 为零. 用这种方法我们能“造出 ，，许 多溧亮的极小曲面，图 3-39 就 
是这样一个曲面. 


注1应该指出，按照我们的定义，并非所有的肥皂膜都是极小曲面_我们已假定极小曲 
面是正则的（可以假定有一些孤立奇点，但是，若要更进一步处理起来就超出了初等的范围）. 
然而，我们能构造沿一些线都是奇点的肥 皂膜. 例如，用立方体形的框子形成的肥皂膜(图 3-40). 
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注2极小曲面和肥皂膜的联系曾促使了著名的 Plateau 问题的提出 （ Plateau 是比利时物 

理学家，他在1850年左右曾仔细地做过肥皂膜试验 ）• 这个问题可以粗略地描述 如下： 对 

中的每一条闭曲线 c ， 证明必存在以 C 为边界的有极小面积的曲面 S . 把问题精确化（允 

许什么样的曲线和曲面，以及 C 是 S 的边界的含意是什么等），其本身就是这问题不平凡的 

一部分 • Plateau 问题的一种提法是由 Douglas 和 Rad 6 在1930年同时解 决的. 进一步的各种 

提法^和对高维的种种 推广） 已经引起数学的一些实质性的进展 • 为了解 pla ； eau 问题的进一 

步的详细情况和近代文献，有兴趣的读者可以参看 Lawson [2()] 的第2章（参考文献在本书的 
末尾）. 

对任意的参数曲面，由光=尺~自然地可以定义平 均曲率 向量. 才的方向的几何意义可 
从方程 （12) 得到. 事实上，若选/^二付，对这一特殊的变分，有 ^ 

A ’(0) =— 2 < Jf，JO - F 2 dudv < 0 

这就说明，若沿的方向变形 X (5)， 则面积最初是减少的 • 

F 面给平均曲率向量另一个几何解释，因为它对极小曲面理论有重要的应用 
正则参数曲面 X = X (“， W 称为是等温的，如果〈尤， x “> =〈 x v , x v 〉 和 〈 X M , x ,)= 0 . 
命题 2 设久=久(1/， V )是正则的参数曲面，且: T 是等温的，则 

^uu " I - X w 2又 2 ，# 

其中 a 2 = < x „, x „> = < x v ， • ’ 

证明因为 x 是等温的，所以，〈 X “， X M > = < X V , X v 〉 和〈 X “， X v >=0, 经微分就得到 

( X ^ 9 X U ) = ( X ^ 9 X V ) =—〈 X M ， X W 〉 

所以， .. • 、 • 

(^uu + X w »X w > = 0 

类似地， 

〈Xuu + X w 9 X v > = 0 
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/称为在 U 中是调和的.如果 △/=(). 由命题2得到 

推论设 XU ， v ), y (“， t ;)， zU ， W ) 是参数曲面， RX 是等温的.则 X 
为极小的充要条件是坐标函数 X ，> z 是调和的. 

例 S (悬链面）它由下面的参数表示给出 


X(m ， v) = (acoa>hvcosu 9 acQshvsinu 9 av ) , oo<i;<oo 

这是由悬链线 y = acosh ( z / a ) 绕 z 轴旋转得到的曲面（图 3-41). 容易验证 ， E = G = a 2 cosh 2 v , 

F =0， 以及；^ + X ~=0. 所以，悬链面是极小曲面.事实上，它是仅有的极小旋转面. 

最后的结论可以证明如下.求曲线 y = /(： r ), 使当它绕： r 轴旋转时，得到极小曲面.因 

为，旋转曲面的纬线和经线都是曲面的曲率线 （3.3, 例4)，曲线 : y = /( x ) 的曲率必为由点 

/( x ) 生成的圆的法曲率的相反值(二者都是主曲率）.而3； = /(工）的曲率是 

// 

(1 + (/) 2 ) 32 

以及圆的法曲率是它的曲率 （ = l /： y ) 在曲面的法向量 iV 上的投影（见图3-42)，这就得到 







3-41 


图 3-42 
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但 一 cos 9?= cos 0( 见图3-42)，以及由 teLn 9= y / ,我们得到 

/ — 1 1 

(i + (y) 2 ) 32 — 7 ci + c/) 2 ) 1 2 

这就是曲线 ：y = /( x ) 应满足的方程. ’ 

显然，必有点1使 /'( x ) 參 0. 我们仅在使/关0的点的邻域讨论.在上述方程的两边同 
乘以2/，得到 

lyy 2y 

l + (y) 2 ~ 

命 l + ( y ) 2 =2：(因此， 2 yy f / = z ), 于是， 

z y 

经积分就得到 


Q 是常数）或 
最后一式能写作 

再积分就得到 


logs: = log^y 2 -H log 走 2 = log(3^) 2 
1 + (y') 2 — z — (yk) 2 



=kdx 



U 是常数)或 


cosh— 1 (yk ) = fcc + c 


y = —cosh(fcr +c) 
k 

所以，在/关 0 的一点的邻域中，曲线 : y = /(« r ) 是悬链线，但/仅在1 = 0处才能为零， 
若曲面是连通的，由连续性可知，曲面必为悬链面，这就是我们的结论. 

例 6 ( 正孀面） （参看 2 .5, 例 3) 

xiu^v) = (asinhvcosu^asinhvsinu^au ) • 

容易验证， E = G ^ a 2 cosh 2 v , F -0, 以及； ^+ X W = 0, 所以，正螺面是极小曲面 • 除平面 
外，它是直纹面中仅有的极小曲面. 

若假定极小曲面的 Gauss 曲率为零的点是孤立的，我们能对上述结论给出一个证明（关于 
这假定的证明，可以参看在本节末尾所引的 Ossernian 著的极小曲面概观， 76 页），现进行 
如下. 

设此曲面不是平面 • 则在曲面的某一邻域 W 中 Gauss 曲率 K ： 是严格负的.因为平均曲率 
为零， W 被两族正交的渐近线所覆盖 • 又因为母线是渐近线以及曲面不是平面，我们能选取 
—点使经过 g 的不是母线的渐近线在 g 点有非零挠率，因为渐近线的密切平面是曲面 
的切平面，故有邻域 VCIW , 使 V 的母线是挠渐近线族的主法线（图 3 -43). 这是关于曲线的 
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一个有趣的练习，证明这种情况在且仅在这些挠曲线是圆柱螺线时才会发生（参看1.5，习 
题 18) .所以， V 是螺旋面的一部分.因为圆柱螺线的挠率是常数，容易看出，正如结论中所 
说的，整个曲面是正螺面的一部分. 

正螺面和悬链面是由 Meusniei •在1776年发现的，他还证明了 Lagrange 的把极小曲面 
作为变分问题的临界点的定义与平均曲率为零的定义是等价的.在一个相当长的时期内， 
这些是人们仅知的极小曲面的例子.直到1835年， Scherk 才发现了进一步的一些例子， 
例8中所说的曲面是其中之一.在习题14中，我们将讨论正螺面和悬链面之间的一个有 
趣的联系. 


例 7 (Enneper 极小曲面） Enneper 曲面是参数曲面 


X(u^v) — 




2 


U 


2 



(Ufv) ^ R ^ 

容易看出，它是极小的（图 3-44). 注意，若将 （ W ， tO 变为（一 w w )， 则在曲面上， （ x , ： y ， 
d 变为 （一 > I ， 一幻.所以， 若绕 z 轴正转 tt /2, 再关于 u 平 面作一对称，曲面保持 
不变. 



图 3-43 


Z 



图 3-44 Ermeper 曲面 . （经同意，由 

K. Leichtweiss，^Minimalftachen 
im Grossen,^Uberblicke Math. 2(1969 )， 

7 〜 49, 图 4 修改复制 ）. 
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Enneper 曲面的一个有趣的特点是它的自交性.这可以说明如下.命 w = pcosi 9， 并 
将 X 写作 


X ( pfd ) = 


^pcosd 


^cos3d^,psind + ^-sin30，y 


cos2i9 



于是， 若 X ( p ” d ') = X ( P ” 久），直接计算表明， 

•I- 2 + y z =p 2 i + 专一 cos4 ^ 夸 



-~(p\co^20 \) 



令 (|0! cos 2 没 2 ) 2 


因此， 由 〆 cos 2 2 R = 4 cos 2 2(9 2 ，得到 


|0] + 


4 



3 

a 



这就保证并由此得到 cos2(9i =cos2(9 2 . 

例如，若 p = 广 和沒1 =2 k — 色，则由 * 

y ^ p \ ^6 i ) ~ y、pi 

得到: y = —： y ， 因此 ， y = 0； BP , 点 ( p " 0 i ) 和点 （ p ， 込）同属于曲线•显 
然，对属于这条曲线的每一点 (p 0)，点(广 2 tt — ⑴也属于这条曲线，且 

jcip^Q) — x{p ， 2iz — d 、， z{p ， d、 = z(p ， 2n — d) 

所以，沿曲面与平面 y = 0 的交线曲面自交. 

类似地可以证明，沿曲面与平面^==0的交线曲面也是自交的（这对应于@=0， d '=%- d 2 
的情 形）. 容易看出，以上是 Ermeper 曲面仅有的自交情况. 

感谢 Alcides Lins Neto 为画出图 3-44 的第一个草图设计了这个例子 • 

进入下一个例子之前，在极小曲面和复变量的解析函数之间将建立一个有用的关系.用 C 
表示复平面，通常命, ( m , t ;) e 2 ,这样， C ； 就与又 2 等同起来，回忆一下, 
函数/: l / CC—C 称为解析的，如果将/表示为 


/(C) = fi(u^v) J rif 2 (u,v) 

实函数 / i 和/ 2 有连续的一'阶偏导数，且满足下面的 Cauchy - Riemann 方程: 


Hi ^ Hl 

3 U d V d V d U 


现设 X : 是正则的参数曲面，并定义复函数，和，抑如 下: 


史 I (P = 


3 x 一 • 3 x 
(9 u d v 


沪 2(() = 


3 y - i 3 y 

3 U d V 


沪3 (?) 


3 z 


d 


u 


3 z 
3 v 


其中1，： y 和 z 是 X 的分量函数. 


引理 当且仅当 W +史_三0时， _ X ■是等温的.若上条件满足，当且仅当 y !, 中 2 和心 
是解析函数时， X 是极小的. 

证明 经简单的计算得到， 
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<pi < f ^ cpl — E — G + 2 iF 

这就证明了引理的第一部分.此外，的充要条件是 

a / J I \ _— ^ / 3 ^ \ ^ / 3 y \ — — D / d y \ d I ^ z \ — d 丨 d z 、 

d u\ () U J f? ZJ \ 3 V I f 3 u\ d u) 3 t/\ 3 v) 9 D u\ 3 U ) c? I ； V 3 v) 

这就给出对 p ，灼， 9 ? 3 的 Cauchy - Riemann 方程的一半，而另一半是自动满足的，这就证明了 
Xuu + 必须且只须史】，的和抑是解 析的.证毕. 

例8 ( Scherk 极小曲面） 这是由下面的方程给出的， 


xiu^v ) = 


arg 


?一 


i 


arg 




，log 



其中？=« + /!；， argf 是 f 的幅角（实轴与 S 所成的角）. 
容易算得， 


(关士 1,〔弇土/ 


因此， 


arg 


arg 


log 


I±l = 
r-i 

t + 1 
c-i 


tan 


2u 


tan 




M 2 + V 2 — 1 

— 2v 

a 2 .+ V 2 — \ 


U 2 i 2 + 1) 2 +4“V 

2 S (u z -v 2 -l) 2 +iu 2 v 2 


__ 9 x ^ B x 2 2i 4r 

p — it ?， 的 =— r ^ f ， ^ = 

因为 w + w + v 三 0 和 p ， 灼， 灼是解 析的，故 x 是极小曲面的等温的参数表示. 
从^，： y 和2：的表示式容易看出， 


Z == log 

， COSJT 

I 

这个式子表明， Scherk 曲面定义在如图 3-45 所示的棋盘状的图案上（除去这些正方形的 
顶点，实际上它对应曲面上的竖立的直线）. 

极小曲面也许是微分几何中研究得最多的曲面，我们只是稍微接触了一下这个题材 • 卞面 
列出的是 一 本很容易读的入门书， R . Osserman , A Survey of Minimal Surfaces , Van Nostrand 
Mathematical Studies , Van Nostrand Reinhold , New York ，1969. 极小曲面理论已发展成为微 

分几何的一个内容丰富的分支，对其中的一些有趣和不平凡的问题仍一直在进行研究 • 它与复 

解析函数和偏微分方程有深入的联系，极小曲面理论和其他漂亮的理论一样具有迷人的性质 5 

它的结果既易于见到和想象却又难于证明 • 为给读者增加一些对这一主题的兴趣，我们在结 

束这个简短的讨论前不加证明地叙述下面一个引人注目的结果. 

定理 (OssermaiO 设 SCZR 3 是 R 3 中的正则的，闭的（作为 R 3 的子集）极小曲面，且非平 

面_则 Gauss 映照 N : S — S 2 的像在球面 S 2 中是稠密的（即，对 S 2 中的任一点，都有与它任 
意接近的 N(S)C=S 2 中的点）. 

这个定理的证明可以在上面所引的 Osserman 的书中找到.事实上，这个定理在它应用于 
完备曲面时是稍强一些的，关于完备性的概念见 5. 3. 
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图 3-45 Scherk 的曲面 


习题 

1. 证明： 正螺面（参看2.5，例 3) 是直纹面，它的腰曲线是 z 轴，分布参数是常数. 

2 - 证明： 在旋转双曲面 P + y — z 2 = i 上，半径最小的纬圆是腰曲线，母线与它交成定 

角，分布参数是 常数. • 

3 - 设心是正则曲面 s 上的一条曲线，考虑由直线族 u ( z )， ivu )} 生成的直纹 

面，其中 iV (/) 是曲面在的 法向.证明： aa ) CIS 是 S 的曲率线的充要条件是这个直纹面 
是可展的. ^ 

4. 假设非柱面的直纹面 • 


XCt 9 v) = a(t) + Z7iv (t) 9 I te ； I = 1 

是正则的 丨） 和加 ( G ) 是 X 的两条母线的方向，且 XQ ,， 別）， x (/ 2 , ％)是这两条母 


Gauss 映照的几何学 


153 


线的公垂线的垂足.当 Z 时，这些点趋于一点 iGi ，5). 为决定 ( G , 证明下列 结论： 

a . 公垂线的单位向量收敛于曲面在 Ui ，一个单位切向量.总之，在 （? i ， ^)， 、 w f !\ w ， 

m=o. 


b, v— — ((a\ w)/ {vu j u/>). 

所以， （ L ， b 是通过 ^ 的母线的中心点，这就给出了腰曲线的另一个几何解释（假定非奇 

5. 直劈锥面是直纹面，它的母线 L , 与一个不与准线 a : : x 3 相交的定轴「垂直相交. 

a . 给出直劈锥面的一个参数表示，并决定它不是柱面的条件+ 

t 

b . 给一个非柱面的直劈锥面，并求它的腰曲线和分布参数. 

6. 设 


X ( t 9 v ) = a ( t ) + muCt ) 

是可展曲面.证明，在正则点， 

( N v , X V > = < , X , > = 0 

并且，沿固定的一条母线（正则点）可展曲面的切平面不变. 

7. 设 S 是正则曲面， CCIS 是 S 上的正则曲线，且它在每一点的切向都不是渐近方向.考 
虑沿 cs 的切平面族的包络. 证明： 经过一点 pec 的母线的方向与 c 在 p 点的切方向共轭. 

8. 证明： 若 CCS 2 是单位球面 S 2 上的纬圆，则沿 CS 2 的切平面族的包络或为圆柱面，若 


C 是 赤道； 或为圆锥面，若 C 不是赤道. 

9.( 焦曲面），设 S 是没有拋物点或脐点的正则曲面， 
X ： U — S 是 S 的参数表示，使其坐标曲线为曲率线（当 U 
充分小时，这是可能的，参看 3. 4,推论 4). 参数曲面 

Y(u^v) — X(u^v) p\N(u^v) 

Z ( u 9 v ) = X ( w ， 卩 ）+| 02iV ( M ，* y ) 

称为 X ( LH 的焦 曲面或 x ( LT ) 的中心曲面，.其中 pi = 
1/怂， p 2 = l / k 2 ^ 这个名称的来源是由于，例如， Y ( u , 
仍是在 X («， xO 的对应于主曲率 h 的法截线的密切圆的 
中心（参看1*6，习题 21), 证明: 

a . 若和 （ th 处处不为零，则 Y 和2是正则的 

_ 

参数曲面. 

b. 在正则点，对应于 X(L7) 的主方向的焦曲面上的 
方向是共轭的.这就是说，稱如，对所有的 （& v ) eu , 
K 和是 Y ( LO 中的共轭向量， 

c . 焦曲面 Y 可以构造 如下： 考虑 X ( t 7) 上的曲率线 
Xdu , 常数），沿曲线 X («， 常数 ） X 00 的法线生成一可展 
曲面(参看习题 3). 这样的可展曲面的腰曲线在 Y 07) 上，且 
当 X ( w ， 常数)描出 XOJ ) 时，这曲线就描出 y ( U ) (图 3-46). 



图 3-46 焦曲面的作图 
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10. 例4能被推广如下. 一 个单参数可微平面族 U (/)， N (?)) 是一个对应，对每一个 
I ， 对应一 点 〆 /)6’:1和一个单位向量 N ⑴ ee 3 , 且使 a 和 iV 是可微的映照.平面族 UU )， 
N (/)'/(/ ei ) 称为切平面族，如果对所有的 a ' U ) 关0, N ’ U )^0, 且</(〖）， N ( t ))=0. 

a . 证明： 一个可微的单参数切平面族 U (0， N (/)} 决定一个可微的单参数直线族 { a (0, 
( NAN 7 ) / | 〆 | }，它生成可展曲面 

、 f 

X(t ， v) = aCt) + v —— ~ 7 - y - 〈 * ) 

曲面 （* ) 称为切平面族彳 cK ?) ， N ( t )} 的包络. 

b . 证明，若对所有的 a ( i ) A ( N ( t ) AN r ( f ))^0, 则包络 （ O 在 u = 0 的邻域中是正 
则的， 0) 的单位法向量是 N (/). 

c . 设 a = 是 P 中内参数曲线， •、是 弧长， a 的曲率々(5)和挠率处处不 为零. 证 明：密 
切平面族 UC 、- ）， W . V ；)} 是可微的单参数切平面族，且其包络是 W .0 的切线面(参看 2. 3,例 5). 

11- 设 X = (“， W 是正则的参数曲面. X 的平行曲面是参数曲面 ■ 

Y ( ujv ) = X ( u , v ) aN ( u 9 v ) 

其中 a 是常数. 

a . 证明： - 

Y“ f\Y v = (l~2Ha+Ka 2 )(X u ^ XJ 
其中 K 和 H 分别是 X 的 Gauss 曲率和平均 曲率. 

b , 证明，在正则点， Y 的 Gauss 曲率是 


y 的平均曲率是 


K 

l~2Ha+Ka 2 


H — Ka 

l-2Ha +Ka 2 

- c ‘若曲面 X 有常数平均曲率 c ^ O , 并考虑距 X 为 l / k 的平行曲面.证明：这个平行曲面 
有常数 Gauss 曲率 4 c 2 . 

12- 证明： 不存在紧致的（即，在 R 3 中有界的和闭的）极小 曲面. 

1 3 . a . 设 S 是没有胳点的正则曲面.证明： S 是极小曲面的充荽条件是 Gauss 映照 N : S — 
S 2 对所有的 p 6 S 和所有的， wtGKs ), 满足 

(dN 9 dN p (w 2 )) mp) = A(p)(^u ^ jzu 2 ) p 

其中; U / O 关 0 是仅依赖于 户的一 个数. 

b . 设 x : u ~^ s 2 是单位球面 s 2 的用(仏给出的一个参数表示，其中0是余纬度（参 

I 

看2.2，例1)，史是由0决定的纬圆的弧长 • 考虑 a 丰的极小曲面 S 的一点 p 的邻域 V ，使 iV : 
S — S 2 限制在 V 上是微分同胚（因为 fC (分）关0，由反函数定理，这样的 V 存在）. 

证明： 参数表 t /— S 是等温的（这就给出在没有平点的极小曲面上引入等温参数 
的方法）. 

14. 若两个可微函数/, UClR 2 —R 满足 Cauchy-Riemann 方程 
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U=lA 

d U d V ? d V d U 

容易看出，它们是调和的；在这种情况，/和 g 称为调 和共扼的. 设 X 和 Y 是极小曲面 
的等温的参数表示，且它们的分量函数是成对地调和 共轭， 则 X 和 Y 称为 共轭的极小曲面. 
证明： 

a . 正螺面和悬链面是共轭的极小曲面. 

b - 给定两个共轭的极小曲面 X 和 Y ， 对所有的£6]，曲面 

Z = ( cos^)X + ( sinr)Y ( * ) 

也是极小的. 

C. 单参数族 （*) 的所有的曲面有相同的第一基本 形式： 

I 

E *= (X U ,X U ) — (Y V ^Y V ) , F = 0, G— {x v ^jc v ) = <Y U ,Y H > 

所以，任意两个共轭的极小曲面能被一个单参数的极小曲面族连接起来，且这个族中的曲 
面的第一基本形式与 Z 无关. 

附录自伴随的线性映照和二次形 k 

在这个附录中， V 表示2维的向量空间，并賦予内积 <，〉.卞面所有的内容都容易推广到;2 
维的向量空间，不过，为简单起见，我们仅处理《 = 2的情形. 

线性映照 a : v — v 称为自伴随的，如果，对所有的 w 

(AVfTv) = (v^Azv) 

注意，若 U |， 是 V 的一组标准正交基，（〜）， i ， >-1, 2,是 A 对这组基的矩阵，则 

(Aei > = aij = (e ； ^Aej) == {Ae } > = aji 

即矩阵(％〉是对称的. 

4 

每一个自伴随的线性映照，都有与之相对应的映照 J 3: VXV—R ,其定义为 

讀 

B(xvfv) = (Av 9 xv) 

显然， B 是双线 性的； gp , 它和加都是线 性的. 此外， A 是自伴随的这一事实就保证了 
B ( xv , w ); 即， B 是 V 上的双线性对称形式. 

反之，若 B 是 V 上的双线性对称形式，则由 <Aw w )^ B ( xv 9 W 就能定义一个线性映照 
A : V — V . 并且， B 的对称性就保证了 A 是自伴随的 * 

另一方面，对 V 上的每一个对称的双线性形式 B ， 由 

Q (。） = B ( v ， iy )， 1 ； G V * 

就对应 V 上的一个二次形式 Q ， 并且，由 

B(u»v) = 去 [Q(w + *y) — Q(m) — Q(v)] 

B 由 <3完全决定. 

所以，这就得到了 V 上的二次形式和 V 上的自伴随线性映照之间的关系为1对 1. 

这个附录的目的是，证明（见下面的定理）对给定的一个自伴随的映照 A : V - V , 必存在 
V 的一组标准正交基，使 A 对这组基的矩阵为对角形 • 并且，对角线上的元素是对应的二次 





156 


第 3 章 


形式限制在 V 的单位圆周上的最大值和最小值. 

引理 若函数 Q ( x ，+ 限制在单位圆 x 2 +/ = l 上在（1， 0) 有极大值， 
则 6 = 0. 

证明 将圆周： r 2 +y =1参 数化： 

jc = cost , y — sinZ ， t G (0 ―- £，2兀 一 e ) 

于是，限制在这个圆周上， Q 就变成？的一个函数： 

Q (0 — acos z t + 26 cos ^ sin ? + csin 2 / 

因为 Q 在点 （1，0) 有极大值，故有 

(~~) =26 = 0 
\Clt ! r — O 

因此 * b = 0 . 证毕. - 

命题对给定的 V 上的一个二次形式 Q ， 存在 V 的一组标准正交基 k ,， 9 }，使得，若 

v = xe ^+ ye 2 ^： V ^ W \ 

_ 

• 1 

, Q ( v ) = Aix 2 + A 2< / 

其中 A , 和 A 2 分别是 Q 在单位圆 j ^ I =1 上的最大值和最小值. 

证明 设 Ai 是 Q 在单位圆|^|=1上的最大值， a 是使 Q(q ) 的单位向量，由 Q 在 
紧致集合丨^ I 上的连续性，这样的^是存 在的. 设^是垂直于^的单位向量，记 A 2 = 

Q ( e 2 ). 现在证明，基 k ,， ❽}满足命题的要求. 

设 B 是与 Q 相对应的对称双线性形式， 1； = ^^+：^. 则 

Q ( v ) = Bixe ^ + ye 2 ，:+， 2 ) 

= Aix 2 + 2 bxy + X 2 y 2 

其中 6 二 f 3 ( e ,， o ). 由引理，6=0,剩下来的只要证明心是<3在圆 I t ; I =1上的最小值•这 
可以立即得到，由于，对任何的 +3^2(* r 2 +y , 都有 

Q ( v ) = X x x 2 + X 2 y 2 > X 2 (^ 2 +， 2 ) = X z 
其中已利用证毕 .. 

向量关 0 称为线性映照 A : V — V 的一 个特征 向量， 如果 A 为其一 实数； A 称为 
A 的特征值. 

定理设 A : 是自伴随的线性映照.则存在 V 的一组标准正交基 U ,， &}，使 

♦♦ 

Aq 二 Am，A^ 2 =A 2 h( 即， Q 和6 2 是八的特征向量， A: 和；1 2 是 A 的特征 值）. 于是，在基仏， 
e 2 } 中， A 是对角形的，且对角线上的元素 A , 和 A 2 (设 ；U > A 2 ) 分别是二次形式 
Q ( v )^( Av , 份在V的单位圆上的最大值和最小值. • 

证明 考虑二次形式 QO ) = < Az ；， 仍根据上面的命题存在 V 的一组标准正交基{^, &}，使 

, Q (^)= A 2 Oi ,其中 Ai 和 A 2 分别是 Q 在单位圆上的最大值和最小值.所以，剩 
下来只要证明 

Ae x = Ai ^ , Ae 2 =又必 

因为 B ( e " e , )^( Ae ^ > =0( 由引理）和 e 2 ^0, 故必有 Ah 平行于 q 或 Ae : =0. 若 Aq 

平行于6，则 又因为 < Ae 〗， e 3 >-Ai = <aei » = 就得到了 ^ Ae , = 
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0, q >=0, 亦有所以，在任何情况都有 Aq = A ,〜 

利用 

B ( e ^ f e 2 ) ~ ( Ae 2 ， f*i 〉=0 

和 

〈 Aa 2 ， 2〉 = A 2 

同样的方法就能证明 Ae 2 = A 2 ^ 2 . 证毕. 

注 上面的结果对 《(>2) 维向量空间的推广，仅需采取下面的措施.在前面的命题中, 
我们选取 Q 在单位球面上的最大值；^=0(^)，然后说明，将 Q 限制在与^垂直的子空间 V , 
上为二次形式 Q ,， 再把以在"，的单位球面上的最大值取为 A 2 = Q 3 ( e 2 )， 并如此继续即可. 




第 4 章曲面的内蕴几何学 


4.1 引言 

我们在第2章引进了曲面 S 的第一基本形式，并且说明了如何用它来计算曲面 S 的一些简 
单的度量概念（长度，角度，面积等）.其要 点是： 一旦知道了曲面的第一基本形式，则可以不 
“离开”曲面来进行这些运算.正因为如此，我们把这些概念称为曲面的内蕴量. 

但是，上面列举的这些简单的概念并没有包罗由第一基本形式确定的几何学的所有内容. 
我们在这一章将要看到，曲面的许多重要的局部性质只用第一基本形式就可表达出来.对这种 
性质的研究就叫做曲面 的内蕴几何. 这是本章的目的. 

在 4 .2,我们将定义等距的概念，它基本上是把“两曲面有相同的第一基本形式”这一直观 
的说法严格化. 

在 4. 3,我们要证明著名的 Gauss 公式，它把 Gauss 曲率 K 表示为第一基本形式的系数及 
其导数的函数_这意味着 K 是一个内蕴量.如果我们想一想 K 曾经是用第二基本形式来定义 
的，就可知道 G auss & 式是非常令人惊讶的事实. 

在 4 * 4 ，我们要开始对内蕴几何作一系统的研究 • 其结 果是： 内蕴几何可以通过曲面上向 
量场的协变导数这一概念来统一地处理 • 协变导数是平面上向量场的普通导数的推广，在这一 
章中，它自始至终起着重要的作用. 

4* 5用来讨论 Gauss - Bonnet 定理，局部形式和整体形式都讨论， Gauss - Bonnet 定理也许 
是本书最重要的定理.即使课程较短，也应该尽量讲一讲 4. 5. 

在 4. 6,我们将定义指数映照，并利用指^[映照引进两种特殊坐标系——法坐标系和测地 
极坐标系. 

♦ _ 

在 4 . 7 ,我们将处理前几节遗留下来的有关测地线的一些不易处理的问题.例如，我们要证 
明： 对曲面 S 的每一点/>，均存在一个邻赛使得这个邻域是其中任何点的法邻域(法邻域的定义 
见 4 , 6 )、这个结果及有关的一个结果在第5章要用到.但是在初读时，承认这些结果而略去 4. 7 
或许更方便一些.我们还要证明凸邻域的存在性，但它在本书的其他地方并没有 用到. 

I 

4.2 等距 对应； 共形映照 

I 

2. 5的例1和例2揭示了一个有趣的性质：虽然柱面和平面是不同的曲面，但它们的第一 
基本形式“相等”（至少在我们已经考虑过的坐标邻域中） • 这意味着局限于内蕴的度量问题（长 
度，角度，面积），平面和柱面的局部性态是一 致的. （这在直观上是显然的，如果我们将柱面 
沿一条母线剪开，则可以把它铺开到平面上）_我们在这一章将会 看到： 正则曲面的许多其他 
的重要概念也只依赖于曲面的第一基本形式，因此应该包括在内蕴量的范畴之中. 我的 就来严 
格地说一下“两正则曲面具有相同的第一基本形式”这句话的确切含意. 

S 和孓将总是代表正则曲面 . ’ 
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定义1微分同胚… S — S 是等距对应，如果对于任意的 peS 和， w 2 6 T / S )， 均有 

(wi 9 w 2 )p = {d(p p {ujy ) , d<p p (xv z )) <p (p ) 

_ 

此时，曲面 S 和孓称为是等距的. 

换言之，微分同胚^是一等距对应，如果微分映照保持内积的话.由此可知，是线 
性等距 映照. 即对所有 x ^ eT / s )， 有 

//.(W) = (WfW)p — {d^p p (xv) , d(p p ivu)) = 1^.^ {dcpf.iw )) 

反之，如果微分同胚 f 保持第一基本形式，即对所有 w 6 T p ( S )， 

Ip(xv) = I^p) idcppivu )) 

则 


2 {tv x ,iv 2 > lfi(：Wi + 比 2 ) — Ip(rv! ) ― Ipivuz ) 


— idcppivax + w 2 ) ) — I 仲 {d<p p {w x ) ) — (d<p p {w 2 )) 


= 2{d(p p (w x ) ^d<p p {vut^) 


因此， ^ 是等距对应. 

定义 2 设 V 是点 /> eS 的一个邻域 • 映照 w 称为在 p 的局部等距对应， 如果存在 

的一个邻域▽使得是等距 对应. 如果在 s 的每点/>，均存在一个到 S 的局 
部等距对应，则称曲面 s 局部等距于孓 s 和豆称为 局部等距的， 如果 s 局部等距于 s 而且豆 
局部等距于 s . 


显然，如果… s —吾 是微分同胚并且对于 S 的 每点夕 均为局部等距对应，则^是一整体 
等距对应.但也可能出现这种 情形： 两张曲面局部等距，但不是整体等距，如下例所示. 

例1设 5( u ) 是柱面的坐标邻域，其定义如 2* 5的例2所述（我们已将该柱面的参数表示 
: r 改成 J ). x ( 尺 2 )是 2.5 例1所述的 平面. 映照是一局部等距对应，事实上，在柱 
面的“点 P 6 S ( C /)， 每个切向量 w 均为某条曲线 I / O )) 的切向量，这里 UU )， v ( O ) 
是在 L / CIR 2 中的曲线.因此， u ; 可以表为 


XV 




X u U + 


X.V 


另一方面，是曲线 < 

〆 ：（《(，），々）））= * 

的切 向量. 因此， d < p ( xv ) = jo u u ， ~\~ x v v \ 由于 

4 

E = E ，F = F, G = G 

所以有 

I^(w) = EiuY + 2Fu f v f +G{v) z 

、 

♦ 

=E(«') 2 + 2Fuv +G(v r ) 2 

~ tpipy id < p fi Cw )) 

由此可知，柱面 x 2 十 y = i 局部等距于平面， 

这个等距对应不可能扩张到整个柱面上，因为柱面甚至不能与平面 同胚. 这一结论的严格 
证明会使我们离题太远，但下面直观的推理可以给出证明的 思路. 平面内的任何简单闭曲线可 
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/ 

以在平面内连续地收缩成一点（图 4-1). 这一性质在同胚对应下肯定保持不变.但是，柱面上 
的纬圆（图 4-1) 却不具有这种性质.这就否定了在平面和柱面之间存在同胚映照的可能性. 



. 图 4 _1 曲线 CCP 可以在平面 P 内连续地缩成 一点. 但 c'cs 却不行 

在举更多的例子以前，我们要推广上述的推理，从而得到在局部坐标中判定局部等距的准则. 
命题1假定存在参数表示 I : U — S 和 I : L 7— S 使得 E = E ， F = F , G = G . 则映照 
I 。， 1 : 3 为一局部等距对应 • • ， 

证明设 /? ex ( LO 及 we 7>( S ). 则加是曲线 jc ( tf (£)) 在 i = 0 的切向量，其中 a (o = 
( uCO , tK /)) 是 U 中的一条 曲线. 因此，在£ = 0， w 可以表示为 

W = x H u f + X v V 

根据定义，向量却 〆 uO 是曲线；。 JC - 1 。 I ( a ( z )) 的切向量.即曲线在 r = 0 的切向量 
(图 4-2). 



图 4-2 


因此， 

由于 


a<p p (xv) = x u u + x v v 
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、 Ip ( xv ) — E ( i/y 十 2 Fuv f + G ( t /) 2 
1外 ( d < p p ( vu )) = E ( u ) 2 + 2 Fu ' v f + G ( t /) 2 

所以，对所有和所有均有 

Ip ( W ) = ( dtppivu )) 

因此， < p 是局部等距对应，证毕. ’ 

例2设 S 是一旋转面.并设 S 的参数表示（参见 2. 3例 4) 为 

x ( ujv ) = ( f ( v ) cosu 9 f ( v ) sinu ^ giv )) 

a v ^ bj 0 <C w <C 2 丌， /( zO 〉 0 

S 的第一基本形式关于参数表示: r 的系数为 

E = (/ ㈤） 2 ， F 二0, G = (/( v )) 2 +(^( v )) 2 

特别地， 悬链线 •r = acosht ；， z — av » — oo < t ；< oo , 的旋转面有下述参数 表示: 

xXu ^ v ) = (acoshucosM , acoshz ； sinM , czt ;) 

0 <； w <C 2 tc» —oo< ； r<oo 

对于上述参数表示，曲面的第一基本形式的系数为 

E — a 2 cosh^Vf F = 0^, G = a 2 (1 + sinh 2< y ) = a 2 cosh 2 x ； 

此旋转面称为 悬链面 （见图 4-3). 


z 



y 


X 


图 4-3 悬链面 


我们将证明悬链面局部等距于正螺面 （2. 5例 3). 

正螺面的一'种参数表示为 

——— _ _ __ 
x(u 9 v) = ( vcosu , vsinu^au) ^ 0 <C w < 2k^ — oo <； t ； <； oo 

让我们选取下列参数 变换： 

_ 一- 

以 = w ， v — Gsinh 以， 0 <C u 2 兀， — oo 〈 u 〈 oo 
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这个变换显然是1对1的，而且 Jacobi 行列式 

3 ( M ， X；) 


3 (u 


acoshv 


处处不为零.因而，正螺面的一种新的参数表示为 


Xiujv ) = (asinhvcosu ^ asinhvsinu ^ au ) 


相应的第一基本形式的系数为 


E = a 2 cosh 2 v ， F = 0， G = a 2 cosh 


利用命题 i 可以得到悬链面和正螺面局部等距的结论. 

图 4 _ 4 给出如何进行等距对应的几何 思想. 它把正螺面的“一转”（对应于坐标邻域 0< w < 
2 tt ) 映成除去一条子午线的悬链面， 



图 4-4 正螺面到悬链面等距变形的过程 
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(«) 

图 4-4 ( 续 ) 


注1正螺面和悬链面的等距对应在第3章已经出现过，那里是从极小曲面的角度考虑 
的； 参考 3. 5习题 14. " 

例 3 我们将证明单叶锥面(去掉顶点） 


z =-{-k\/x 2 + y ’ ^ (o,o) 

局部等距于平面.其想法是证明锥面去掉一条母线可以展成平面的一部分， 
设 u 匚 R 2 为开集，其极坐标们满足 

m • 

0 < 0 < 2xsina 

其中 2 a (0<2 a < TC ) 是锥顶角（即 cot a = / fe )， 并设映射 F : LX — 图 4-5) 为 


Fip ^ O ) — (|Osinacos(^^ 


in(l 

\ sma 


psinasin 


♦ 


pcosa 


显然， F ( L /) 包含在锥面内，因为 


k\/x 2 + y 2 = cotaVjO 2 sin 2 a = pcosa == z 

更进一步，当 0 变化范围为 (0，27 csina )， 则 0/ sina 的变动范围为（0， 2 tc ) 因此，锥面的所有点 
除去母线0=0均被 F 0 J ) 覆盖. 

容易检验 F 和 dF 在 U 中是1对1 的； 因此， F 是 U 到除去一条母线的锥面的微分同胚， 
现在，我们来证明 F 是等距对应.事实上， U 可以看成为一正则曲面，其参数表示为 
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xip.d) = (pcos 沒， psin(9,0) , 0 < ^ < oo, 0 < ^< 27 csiria 

U 对于上述参数表示的第一基本形式的系数是 

£=1 ， F = 0, G = p 

另一方面，锥面的第一基本形式关于参数表示 JP 。 j ： 的系数是 

F = 0, G = p 2 

由命题1可知， F 是一局部等距. 

注 2 我们知道在曲面 S 上可以只用第一基本形式来计算曲线的长庳，这一事实允许我们对 
S 上的点引进“内蕴”距离的概念 • 大体上说，我们定义 S 上两点间的（内蕴)距离 d (夕， q ) 为 S 上 
连结夕和 9 的曲线的长度的下确界.（我们要在 5. 3详细地说明 .） 这 
一距离显然要大于或等于/>到 9 的 R 3 中的距离 Up —g II (图 4 - 6) . 

我们将在习题 3 中证明距离 d 在等距对应下保持 不变； 也就是说， 

如果 p S—S 是一等距对应， 则对于 p ， g eS 9 有 dip ， q ) - 

cl(cp(p) ^<p(q )). 

正则曲面的等距对应是关于度量性质的很自然的等价性概念. 

正如从可微性的观点考虑，微分同胚的曲面看成是等价的 一样； 从 
度量的观点来看，等距的曲面也是等价的， 图 4-6 

在研究曲面时，也可以定义其他类型的等价性.对于我们来说，微分同胚和等距对应是最 

要紧的.但是，在讨论某些与复变量的解析函数有关的问题时，引进共形等价也是重要的•我 
们现在就来简要地说一说 • 

定义3微分同 胚史： 称为共形 映照， 如果对所有 々 es ， ％， w 2 eT p ( S ), 我们有 

< d ^) p ( Vi ) ，今 〆 \^ 2 )> = X z (. pHv } iV 2 ) p 

其中 A 2 为 S 上 f 处非零的可微 函数； 这时曲面 S 和 S 称做是 共形的 • 从 p 点的邻域 V 到孓的 
映照 ： W 称为 p 点附近的局 部共形映照， 如果存在 〆 夕） 的邻域▽使得炉：是共形 

映照 • 如果对于每点 p 6 S ， 均存在一个点附近的局部共形映照则称曲面 S 局部共形于孓. 
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不难证明上述性质表示了局部共形映照的特征（习题 14). 

下面是命题1在共形映照时的类似命题，其证明也留作习题. 

命题2 设 j ；: x ： 0-5 为参数表示使得 £= A 2 £， F - A 2 F , 在 U 中成立, 

这里 A 2 是在 C / 中处处非零的可微 函数. 则映照9=孓。工―： x ( L /)— S 是一局部共形映照. 

容易看出，局部共形性质是一等价 关系； 也就是说，如果 S , 局部共形 f S 2 且 S 2 局部共 
形于&，则 S , 局部共形于 S 3 . ^ 


共形映照的最重要的性质是下面的定理，但我们将不予以证明. 

定理 任何两个正则曲面是局部共 形的. 证明的根 据是： 正则曲面的任何点的一个邻域有 
一参数表示使得第一基本形式的系数为 

E = A 2 («,* y ) > 0, F = 0, G — X z ( u ^ v ) 


这种坐标系叫做等溫坐标.一旦假设了正则曲面 S 的等温坐标系的存在性，则 S 显然局部共形 
于平面，根据复合映照性质，可以局部共形于任何其他的正则曲面. 

在任何正则曲面上存在等温坐标系的 k 明是很细致的，这里不说它了.感兴趣的读者可以 

查看 L . Bers , Riemann Surfaces , New York University , Institute of Mathematical Science ， 

New York ，1957^-1958, pp , 15~35°, 

注 3 等温参数表示在第 3 章有关极小曲面的内容中已经出现过.参考 3.5 的命题2及习 
题 13. 

M 

习题 


1. 设映照 F : UCX 2 — 为 

4 

F(ufv) = (usinacosv ^ usinasinv ^ ucosa) 

( u ,- u ) ^ L 7 = {( u , v ) G R 2 ; w >0 }，a = 常数 

a •证明 F 是[/到锥面 C 的局部微分同胚，锥面 C 的顶点为原点，锥顶角为 2 tf . 
b.F 是局部等距对应吗？ ， 

2•证明命题1的“ 逆”：设史： S — 5是等距对应，且： r : U — S 为附近的参数表示， 

O 也可参看陈省身 （ S + S. Chern> 的文章 “An elementary Proof of the existence of isothermal Parameters on a surface ”， 

Proc. AMS ， 6(1955), 771 〜 782 ,、 


曲面的内蘊几何学 


167 


则 x = p 。 x 为 〆 />) 附近的参数表示且 £；= E ， F = F , G — G . 

•3, 证明： 微分 同胚％ S — S 为等距对应的充要条件是 S 上任何参数曲线的弧长等于 p 
下的像曲线的弧长. 

I 

4. 利用球极投影（参见 2. 2习题16)，证明球面局部共形于平面. 

5. 设⑴： 1^5% « 2： f 是正则参数曲线，其参数为弧长 • 假设⑴的曲率怂 和的的 
曲率 h 满足 h ( S )= b ( S ) 关0, S 6 J . 令 

Xi ( Syv ) = ai ( S ) + va \( S ) 

■ r 2 ( S ， i ;) = a2 ( S ) + ztt '2 ( S ) . 

为它们的（正则）切线面（参看 2. 3 例 5) 且令 V 为 （ S 。， 叫）的一个邻域，使得 ^( WCIR 3 , 

々（ WCIR 3 是正则曲面（参看 2. 3命题 2). 证明： a 。: r 2 _1 : ： r 2 ( v )—々（ r ) 是一等距对应. 

*6. 设《: 为一正则参数曲线，其曲率 A ( r ) 參0， t ^ L 令： r (/， tO 为它的切线面. 

证明： 对每点 U 。， 训）6 JX (3 — {0}) 均存在 （ r 。， 训）的一个邻域 t ； 使得: r ( x ；) 等距于平面的一 
个开集 • （因此，切线面局部等距于平面 .） 

7. 设 V 和 W 为（有限维）向量空间，其内积记作<，>并设 F : 为线性映照，证明：下 

列条件 等价： ' 

a - 对所有 ％ w G V * 有 〈 FC % ) , F ( t ；2)) — < x^i ? -vt >. 

b . 对所有 z ； ev , I F ( v ) 丨 =u 丨. - 

c . 若 u ， …， 为 V 的标准正交基，则 { F ( a )， …，为 w 的标准正 交基. 

d . 存在 V 的一组标准正交基{%，…，％}使得 { F (%)， …， F ( i ；„)} 为 W 的标准正交基 • 

若上述条件中的任何一个被满足，则称 F 为 V * 到 W 的线性等距对应_ (当1^=7，线性等 
距对应常叫做正 交变换 ， ） 

*8. 设映照 G : R 3 - R 3 适合 

I G(p) — G(q) l = |/> — V p 9 g ^ R 3 

C 也就是说 ， G 是保距 映照） • 证明： 存在 P Q e ： X 3 和向量空间 R 3 的一线性等距对应 F (参 
见习题 7) 使得对所有 P 6 R 3 ， ， 

G ( P ) - F ( P )+ P 0 

9. 设$， S 2 和 S 3 为正则曲面. 证朋： 

* 1 . 

a - 若 Si — S 2 为等距对应，则史- 1 : S 2 — S ! 也是等距对应. 

b . 若 < p : Si — S 2 ， S 2 — S 3 是等距对应，则0。％ S t 4 S 3 是等距对应. 

这表明正则曲面 S 的等距对应自然构成一个群，叫做 S 的等距群. 

10. 设 S 为旋转面.迎明：关于旋转轴的旋转是 S 的等距对应. 

* 11. a . 设 SCZR 3 为正则曲面并设 F : R 3 — R 3 为 R 3 的保距映照（见习题 8) 使得 F (5) C $. 

证明： F 限制在 S 上是 S 的等距对应 • 

, 

b, 利用上题证明：单位球面 x 2 + y +/ = i 的等距群（见习题 10) 包含于 r 3 的正交线性变 
换群内（实际上 一致； 见 4.4 的习题 23). 

c * 举例说明存在等距对应 p S } ^ S 2 , 它不能扩张为保距映照 F : R 3 — R 3 . 
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* 12. 设 O-Ui， 3^ : r 2 +y = 1} 为圆柱面.构造一等距对应… C—C 使得史的 

不动点集，即，集合 {P6C; = 巧恰好为两个点. 

13. 设V和 W 为有限维向量空间，其内积为<，〉.设 G: V—W 为线性映照.证明下列条 
件 等价： 

a, 存在实常数;1#0使得 

<G( t ；! ) ^ G ( v 2 ) ) = A 2 (^] ♦ ^2 ) 

对所有 *^1 ， V 2 ^： V 敗 立. 、 

b. 存在实常数; i>o 使对任意有 

I G ( v ) I = A | ^ | 

C . 存在V的一组标准正交基{%， …， lO 使得 {G(%)， …， G (%)} 是 W 的正 交基. 而且 

4 b 

向; pcu)，i=l， …， n 的长度相等（參 ())• 

* 若上述任一条件被满足，则 G 叫做线性共形映照（或相似映照）. 

14, 我们称可微映照 p S 】一 S 2 保角，如果对每个/ >6 S 1 和每组％， v 2 eT / S ,) 有 

cosCTyj,^) = cos(d<p p (vi) , d(p p iv z )) 

证明：^是局部共形映照的充要条件 是？ 5 保角. 

15•设史： R 2 由〆 x， y )=^( u(xj jy), : y)) 确定，其中 w 和 r 是可微函数适合 

Cauchy-Riemann 方程 

9 

參 ♦ 

W x = ^ » U y =一 Vi 

证明: 史是从 R 2 — Q 到 R 2 的局部共形映照，其中 Q={(：r，3^)er； «i+4=o}, 

16，设 *r : L/CZR 2 —R 3 ， 其中 

U = ； O<C0<7T， 0 <C < 2 tz ) 

xid *< p ) = (sin 沒 cos 炉， sin 沒 sinpcos^) 

为单位球面 S 2 的参数表示.设 

log tan ^- g -0 j = u , <p = v 

证明： 坐标邻域新的参数表示 

y ( u ^ v ) = ( sechwcosi； ♦ sechwsim; * tanhu) 

证明：对于参数表示 y， 第一基本形式的系数是 

£ = G — sech 2 w ，, F = 0 

因此，： y—S VCS 2 -R 2 是一共形映照，它把 S 2 的子午线和纬线映成平面的直线 • 这叫做 

Mercator 投影 • 

17. 考虑单位球上的一个三角形，它的边为斜驶线（即与子午线的 交角为 常数的 曲线； 参 
着 2.5 的例 4 )，并且三角形不包含南 北极.证明： 这样的三角形的内角和为 7T. 

18. 微分同胚 ^ S—S 称为 保面积 映照，如果任意区域 i?CS 的面积 等于〆 i?) 的面积， 

证明： 如果 p 既保面积又共形，则 p 为等距映照. ' 

19* 设 S 2 = {(x，：y，z)e^ 3 ; •r 2 +/+ z 2 = l} 为单位球. C ={(^, ^)6 R 3 ; 

1} 为外切圆柱面 • 设映照史： S 2 — {(0，0，1)11(0，0， ~1)}= M ~^ C . 


曲面的内蘊儿何学 


169 


其定义 如下： 对每点过 P 点且垂直于 OZ 的直线交 OZ 于点士令/为从出发且 
包含 P 的射线（图 4-7). 定义 p ( P ) 二 CfR 
证明：$ 为保面积微分同胚. 

20. 设: r : t / 匚 R 2 —S 为旋转面 S 的参数 表示： 

x ( u , v ) = (/( T /) COSW ,/( T 7) siflM , g ( T ；)) ， f ( v ) > 0 | / -炉⑻ 


U = {( u , v ) G R 2 ; 0 < « < 2 丌， 


<C V <z b} 


a . 证明 ： 映照… U ^ S 2 


—=H ^ 办 ) C 

是局部微分同胚. 

b . 利用上题证明旋转曲面 S 局部共形于平面.并可使得每 
一局部共形映照^ VCS — R 2 把邻域 V 的子午线和纬线映成 

d ( V ) a 2 中的正交直线 • （注意这是习题16的 Mercator 投影的推广) 


dv 



图 4-7 


. 证明： 映照- 



ip(u 9 v) 




f(v) 


(v )) 2 ^-(g(v)) 2 dv) 


是一局部微分同胚. 

d - 利用上题 证明： 对旋转曲面 S 的每点 J >, 存在邻域 V <= S 和保面积映照 i V — R 2 . 

4.3 Gauss 定理和相容性方程 

在第3章，通过研究切平面在一点的邻域内的变化而得到各种 性质. 为了与曲线相类比， 
我们将在曲面上的每点配以一个标架(类似于 Frenet 标架)并研究标架向量的导数， 

S 通常表示正则可定向并且已定向的曲面 • 设; c : L / CT — S 为与 S 的定向相一致的参数 

• - 

表示 • 在 KL /) 的每点可配以一个自然标架，它由向量: c H ，心和 N 构成.研究这种标架是本 
节的主题. 

利用基向量 U „， 心， N } 来表示向量 X M ， 尤和 / V 的导数，我们得到 






N 






rLi+r ?】 x v + LrN 
r! 2 x„+ji 2 x v + L 2 jv 

r^X^+JlrX.+^N 

r l 22 x u -\- ri 2 x v -^ L 3 N 

^uX u + a%\ X v 


( 1 ) 


N v = a 12 X u + a 2 z X v 


其中 




1，2，已在第 3 章得到 • 其余的系数有待确定.系数 It 


做 S 关于参數表 7 K X 的 Christoffel 符号. 因为 ：r 
说， Christoffel 符号关于下标是对称的. 


降确定.系数 It ， ；，_；•， K = l ， 2 ， P 
，所以有乃2 = r *〗 i 和 r *? 2 ;也就 : j 


将 （1) 的前四个关系式与 JV 作内积，我们立刻得到 L 




/， L 


这里 
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/，#是 S 的第二基本形式的系数. 

为了确定 Chnstoffel 符号，我们将前四个关系式与： r u 和 a 作内积，得到 

+ - H ， X U ) = yE u 

< 

r^F + I^uG = (X im ,X v ) = F u - jE v 

V , 

rj 2 E+ r? 2 F= u u > = 

< ( 2 ) 

r! 2 F + /1 2 G= U v ) = ^G u 


n 2 E + ri 2 F - <H> = F. - ^G u 
/1 2 F + n 2 G= <n> = -~G V 


注意上述方程已分成三对，并且每一对方程组的判别式为 EG — F 2 关 0. 因此，上述方程 
是可解的，而且可以用第一基本形式的系数 E ， F ， G 及其导数来计算 ChrLstoffel 符号，我们 
将不给出 / t 的明显表达式，因为对于每一具体的情形，解方程组 （2) 要更容易一些（见下面的 
例 1). 但是，基于我们能解方程组 （2) 这一事实，下述推论是非常重 要的： 所有以 Christoffel 
符号表达的几何概念及性质均在_距对应下保持不变. 

例 1我们来计算旋转面的 Christoffel 符号.旋转面的参数表示（参见 2. 3例 4) 为： 

jc(u^v) = ( f (v) cosu 9 f (v) sinu , , /(^) ^ 0 

因为 

E = F - 0, G - (f\v)) 2 + (g(v)V 

我们得到 

% 

E u == 0 9 E v = 2ff 
F u = F v 0 

G„=0 ， Gp = 2(/7 〃 + 〆〆 ’） 

其中撇号表示对 r 的导数.方程组 （2) 的头两个方程这时就给出 


r!i = 0 ， r? 


ff 


(/) 2 + ( 〆 ） 2 


接下来方程组 （2) 的第二对方程给出 


r' 2 = ， r^2 ^ o 


最后，从方程组 （2) 的末尾两个方程得到 


rl 2 




rf rft I r n 

o n 2 — / / +gg 

， G —(/) 2 + ( 〆 ) 


我们已经知道，〜， A 和 N 的导数关于基 N } 的表达式仅涉及 s 的第一基本形 
式和第二基本形式 • 要想得到这些系数的关系， 一 种办法是考虑表达式 

(入 《u ) V — ( ) u =7 0 
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)„ — ( X ui \. = 0 

V o ^ 

N 的， 一 N W( — 0 

把 （1) 式代人，我们可以将上面的关系式写成 

A 1 X U +B!X t ， + C.N - 0 

A 2 X U +B 2 X V 十 C 2 N = 0 (3a) 

A 3 X „ + B : UC 3 N = 0 

其中 A ; , 战， C ,， ^ = 1，2, 3, 是 E ， F , G ， g /， # 及其导数的 函数. 由于 x M ， X 。， JV 线 
性无关，因此 （3 a ) 意味着存在九个关 系式： 


A , =0， = 0， C ; = 0， i — 1,2,3 

作为一个例子，我们来确定关系式 A ,=0, 私 =0, C !=0. 利用 （1) 式，关系式 （3) 的第一 
个可以写成 

Fl^ + -\- eN ^ + (r!! W t +' (F?i ) T) X U + e v N 

=r\ 2 x uu +r? 2 x^ + fN u + (r\ 2 > u x w + (zl,)„x If + / u n (4) 

再利用 （1) 式并令的系数相等，我们得到 * 

rKH 2 +^112+^22 + 01,). 

=rj 2 fl! +n 2 il 2 +/^21 + (H 2 )« 

将已算得的心的值代人(化的计算参见 3. 3), 得到 

( rl 2 ) ti — ( r^h + i ^ r ^ + f 1 2 r ? 2 — rU 1 2 

=- E 甚二 g =-EK (5) 

这里，我们暂停=下计算而注意这一 事实： 上述方程证明了下面的 Gauss 定理. 

绝妙的定置 ( Gauss ) 曲面的 Gauss 曲率 K 在局部等距对应下保持不变. 

实际上如果 x : L / CIR 2 — S 为 P 6 S 附近的参数表示并且史： VCZS — S 是在 P 点附近的局 
部等距对应，这里 VC = x ( L /) 为 P 的邻域，则。屮为 S 在 〆 P ) 附近的参数表示.因为 p 是 
一等距对应，第一基本形式关于参数表示 X 和 Y 的系数在对应点 g 和 p ( g ), 是一致的 〆 
因而，相应的 ChrLstoffel 符号也 相等. 根据方程（5 )， K 可以由给定的参数表示下的 
Christoffel 符号确定.由此可知，对所有 g 6 V ， K ( q ) = K (< p ( q )). ‘ 

上述表达式一-- K 的值由第一基本形式的系数及其导数确定——称为 Gauss 公式.这一公 
式首先由 Gauss 在他的著名的文章 [1] 中所证明 4 

Gauss 定理及 其推论 被认为是微分几何的最重要的事实 之一. 暂时我们只说及下面的 
推论. 

在 4. 2已经证明过：悬链面局部等距于正 螺面. 从 Gauss 定理可以推岀在对应点的 Gauss 
曲率相等，这在几何上并非显然. ' . 

从本质上说，有意思 的是： 诸如 Gauss 曲率这样的概念，其定义基本上利用了曲面在空间 
的位置，但实际上却并不依赖于位置而只依赖于曲面的度量结构（第一基本形式）. 

在下一节我们会看到，微分几何的许多别的概念也像 Gauss 曲率一样，它们仅依赖于曲面 
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的第一基本形式.因此讨论第一基本形式的几何（我们叫做内蕴几何）是有意义的，因为（一旦 
给定第-基本形式）它可以独立地发展而无须顾及包含曲面的空间. G) 

为了多看到一点几何的结果，我们回到前面的计算.令 （ 4 ) 式中^的系数相等，我们看到 
关系式 A ,= 0 可以写成 

(打 2 )" — (rlA + r ^ rb — = ptc ( 5 a ) 

取出方程 （ 4 ) 中 iV 的系数，我们得到<^= 0 的形式为 

e v - f u ^ +/(ri 2 -r! ! )-^r?i ⑹ 

注意关系式 （ 5 a ) 只不过是 Gams 公式 （ 5 ) 的另一形式（当 F ^ O ). 

对 （ 3 ) 的第二个表达式使用同一过程，我们看到方程 A = 0 和 ii 2 = 0 再次给出 Gauss 公式 
( 5 ). 更进一步， r 2 = o 给出 

/. - g, = erk + /( n 2 - r | 2 > - grU ( 6 a ) 

最后，同样的程序可用于 （ 3 ) 的最后一个表达式，其结果是 0 3 = 0 为恒等 式而戌 = 0 和执 =0 
再次给出方程 （ 6 ) 和 （ 6 a ), 方程 （ 6 ) 和 （ 6 a ) 叫做 Mainardi-Codazzi 方程. 
tiaus ^ 公式和 Mainardi - Codazzi 方程被称为曲面论的相容性方程. 

一个 A 然的问 题是： 在第一基本形和第二基本形之间，除了那些已经得到的方程以外，是 
否还存在另外的相容性关系式？下面的定理表明答案是否定的.换句话说，通过逐次导微或任何 
别的手续，我们不能在系数£, F ， G ， /，#及其导数之间得到更多的关系式.实际上，下面 
的定理要更明白更严格一些，并且断言第一基本形式和第二基本形式局部地决定了曲面. 

定理 （ Bonnet ) 设£：， F ， G ， e ， /， g 是定义在开集 VCIK 2 上的可微函数， E > 0 和 G > 
0 . 假设给定的函数形式上满足 Gauss 方程和 Mainardi - Codazzi 方程，并且 EG — F 2 > 0 . 则对 
每一点 gGV 存在 9 的邻域匚 V 和微分同胚: r : ( 7 — X ( LJ ) 匚 R 3 , 使得正则曲面: r ([/) C ： R 3 分 

別以 E ， f , G 和 6 /，#作为第一基本形式和第二基本形式的系数.进而，如果 1 /连通并且 

^ ： U^x(U) dR 3 


是满足同样条件的微分同胚，则在 IR 3 中存在平移了和正常线性正交变换 p 使得叉二了。"。兄 
此定理的证明可以在第 4 章的附录中找到. 

为了今后的方便，我们来看一看当坐标邻域不含有脐点而坐标曲线为曲率线时 （ F =0 = 


/)， Mainardi - Codazzi 方程如何简化 • 这时，方程 （ 6 ) 和 （ 6 a ) 可以写成 


考虑到 F = 0 意味着 



gu = gr \ 2 ― er \ 2 



我们得到 Mainardi - Codazzi 方程的形式 如下： 

^ = f (f + G) 


( 7 ) 


O 这一节的其余部分到第 5 聿之前都不会用到 • 如果略去 不读； 习题7和8也要省掉. 
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fiu 


G u ( e i . R 


K 1 G 


(7 a ) 


习题 


1. 证明： 如果： r 为正交参数表示，即 F = 0， 则 


K 



G u 


2 ^/EG 


G 


VEG ! „ 


2. 证明： 如果： r 为等温参数表示，即二 AU , 仍且 F 二0，则 


K =— —A(logA) 


其中表示函数 f 的 Laplace 算子 


() 2 (p . D 


cl u 2 <9 


+ V ?. 由此 证明： 当 E = G =(^+ V + C )- 2 且 


F ==0 时，则 K = 常数 = 4 C . 
3* 证明：曲面 


x{u ，， v) = ( UCO^V^UiyinV^ logw) 

x(u^v) = ( wcosxn wsint；，！；) 

在点 XU , V ) 和 XU ， 仍具有相同的 Gauss 曲率，但映照又 
Ciauss 定理的“逆”不成立. 


X - 1 不是等距对应.这表明 


4. 证明： 球面上任一点的邻域都不能等距对应到平面内去. 

5. 如果坐标曲线构成丁土此汗1^网(参见2.5习题 7 和8)，则且 F = co 戒 证明: 


K = 



sin ^ 


6. 利用 Bonnet 定理证明：不存在曲面: r(w， 以)使得 E = G=1，F=0 并且 e=l， g = — 1, 
f = 0 , 

7. 是否存在曲面 了 = 1(«，*?；)使£：=1* F=0，G = cos 2 « 并且 e = cos 2 w， /=0，只=1? 

&计算平面的开集的 Christoffel 符号： • 

a. 用笛卡儿坐标. $ 

b. 用极坐标. 

对每一情形利用 Gauss 公式计算 K. 

9* 论证： 下列曲面为什么两两均不局部等距？ 

合，球面. 

b. 柱面. 

c. 鞍面 z ^ x 2 ~ y 2 1 - 


4 4 平行 移动； 测地线 

现在我们要系统地讨论内蕴几何 • 为了揭示概念的直观含义，在定义和解释时，往往涉及 
曲面的外围空间.然而，对于所引进的每个概念，我们都要证明它仅依赖于第-基本形式 • 
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首先.我们要定义向量场的协变导数，它是平面内向量的通常微分在曲面上的类似概念. 
回想 一下，在正则曲面 s 的开集 L/czs 上的一个 切向量 场是一个对应 w ， 它 把每点 peu 对应 
于一个向量丁 / S ). 向量场 W 在广点 是可微的，如果对曲面 s 在户点附近的某一参数 
表示 . rU ， I ；)，犯关于基 U u ， 的分量 a 和 = 在户点为可微 函数. 仪，在 L ； 中 

可微是指加在每点 peu 可微 ■ 

定义 1设 W 为开集 L / CIS 上的向 量场. 设且 Y 6 KS ). 考虑参数曲线 

a : (— e^e) U , a(0) = />, a^CO) — Y 

并设 /e (—€， e )， 为向量场⑶在曲线 《 上的限制，将向量 #( o ) 垂直投影到切平面 

n ( s ) 上，所得的向量称为向量场如对于向量>在/>点 的协变导数. 这个协变导数记成_^(0) 
或(图 4-8), 



图 4-8 协变导数 


上述定义利用了 s 的法向量和一条在/>点与 y 相切的特殊曲线^为了证明协变微分是一 
个内蕴的概念并且与曲线 a 的选择无关，我们要在曲面 S 在点附近的参数表示: rU ， W 下， 
给出协变导数的表达式. 


设1(“(/)，1/(【）） = 0：(£)是曲线 QT 的表达式并设 

wit) — a(u(t) iV^tyyXu b{u(t) ,v(t))X v 

= a(t)X u +b(OX v 

为 W (() 关于参数表示 x ( w , xO 的表达式.则 


dvo 

dt 


a( 入迎 〆 十 X^v^) + b{X Ui u f + X^v f ) + aX tl + b f X v 


其中撇号是对于 r 的导数. 

因为¥是^ 1 在切平面上的分量，我们利用 4. 3(1) 式中关于 


和，的表达式并去 


掉法向分量，可以得到 
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=ia + r\iau + r\ 2 civ f + + r\ 2 hv f )X u 


+ (6' 十 _ r ^ aw ’ + + P \ tbu f + r 22 b ^ f ^ x v 


(l) 


式 （1) 表明仅依赖于向量 （/， ^)=¥而与曲线 a 的选择无关.进而，曲面 S 在式 （1) 

中是以 Christoffel 符号也就是以第一基本形式的面貌出现的，因此，我们的断言得到证实. 

特别地，如果 S 是平面，我们知道可以找到参数表示使得 £ = G =1 和 F = 0. 查看一下关 
于 ChrLstoffel 符号的方程就可知道，这时 0=0. 因而从 （1) 式看出，这时协变导数就与平面 
上向量的通常导数一致（几何上这也能从定义1看出）.所以，协变导数是平面上向量的通常导 
数的推广. 

式 （1) 的另一个推 论是： 对于仅定义在一条参数曲线上的向量场，也可以定义协变导数. 
为了说清楚这件事，我们需要一些定义， 

定义 2 —条参 数曲线 a : [0， Z ]— S 是 （0 — e ，/+ e )， e >0， 到 S 的可微映照在 [0， Z ] 上 
的限制.如果和《(/)= 9 ，我们说 a 连结/>和 g . 如果对所有^6[0，/]， /( Z ) 关0，就 

t 

称 a 是正则曲线. 

今后，如果没有必要特别标出端点/，则利用记号[0, /] = /，这样更方便. 

定义3 设心 J — S 为 S 上的参数曲线.沿 a 的向 量场加 是一种对应，它将每一点？67对 
应于一个向量 

wit } G T 山、 ( S ) 

向量场 it ， 在 r 。 6/可微，如果对于3在^(4)附近的某一参数表示 x ( m ， tO ， w (0= aX u + bX v 
的分量 a ( f )，6 U ) 在~为 〖的 可微函数.如果 u ; 对每点均可微，就称 w 在 J 可微. 

沿曲线 a 的（可微）向量场的一个例子是《的切向量场 /( f ) (图 4-9). 

i ' 



定义4 


设加为沿 a : S 的可微向量场 • 


则 


Dxv 

IT 


< o , tei ， 的表达式 （1) 有定义，并称 


为说在 （ 的协变导数, 
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从曲面的外部看，为了得到沿曲线^ j — s 的向量场■^在 re / 的协变导数，我们取加对 
/的普通导数$(〖)并将它正交投影到切平面 7； ( n ( S ) 上.因此，当两片曲面沿一条参数曲线《 


相切时，对两曲面来说向量场 tt •沿 a 的协变导数相同. 

如果 a (0 是 S 上的一条曲线，我们可以把它看成曲面上-个动点的轨迹.这时 c /( f ) 是速 

度而 a "( r ) 是加速度.向量场 c / G ) 的协变导数^是加速度， U ) 的切分量.直观上讲，^是 


“在曲面 S 上看见的”点 a (/) 的加速度. 


定义 5沿参数曲线 


的向量场 w 称为平行，如果对所有/€/， 


Dzv 

1[T 


0. 


对于平面的情形，沿参数曲线的平行向量场就是沿曲线的常值向量场，即向量的长度以及 
与一固定方向的交角均为常数（图 4-10). 如下面的命题所述，这些性质在任何曲面上也部分 
地成立. 

命题 1 设此和 u 是沿 a : 的平行向量场，则 〈说 U )， v ( t )> 为常数.特别地， 

I xHO | 和 | vU ) | 是常数而且扒/)和 w (/) 的交角为常数. 


证明 


向量场 W 沿 a 平行这句话的意思是 


dw 

7f 


垂直于曲面在处的切平面；也就是说， 


(v(t) (t )) = 0 ， t I 

另一方面，也垂直于 S 在 a ( r ) 的切平面.因此， 

(viO = (v (t) + (v(t) (t)) =0 

即 〈 r (/)， 常数.证毕. • 

当然，在一任意曲面上，从我们 R 3 的直观来看平行向量场，也许显得很奇怪.例如，单 
位球面的子午线（以弧长作参数）的切向量场是 S 2 上的平行向量场（图 4-11). 实际上，由于子 
午线是 S 2 上的大圆，这种向量场的普通导数垂直于 S 2 . 因而，它的协变导数为零. 



图 4-10 
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下面的命题 表明： 沿着参数曲线总存在平行向量场，并由它在一点~的值完全 
确定. 

• I 

命题 2设 a : ^5是 S 上的 一 条参数曲线并设 it ，。 € T aU ^) ( S ) » t 0 ^ I . 则沿 a (〖) 存在唯 一 1 

的平行向量场切⑴使得 U } U 0 )= VU 0 . 

I 

命题2的一个初等证明将在本节的后面给岀.但是，熟悉 3. 6的内容的读者会注意到，其 
证明是微分方程的存在唯一性定理的直接推论. 

命题2使我们能论及一个向量沿参数曲线的平行移动. 

定义6设 a : S 是一参数 曲线. 并设 W e 6 T a ( v ( S ), t 0 eL 设 W 为沿《的平行向量 

场且有则向量仪，(~)， t x ^ I , 称为沿 a 到/丨点的平行移动. 

应注意，如果曲线 a : J ^ S , 是正则的，则平行移动不依赖于 a ( D 的参数表示.实 

际上，如果/?: J 一 S ， aej , 是 a (7) 的另一正则参数表示，从方程 （1) 可得 

Dw Dw dt 广飞 ^ T 

石=1 石， re ^ a ^ ] 


由于€关0,所以⑴平行当且仅当比 ( CT ) 平行. 


命题1包含了平行移动的一个有趣的性质.固定两点户， 9 es 和一条参数曲线《: j — s , 
使得以0)=户， a ( l )=9. 映 照九： T / S ) — T V ( S ) 把每一向量 x ^ T / S ) 映成 I ；沿 a 平行移动 
到 g 的向量.命题1说，这个 映照是 一等距 映照. 

平行移动的另一个有趣的性 质是： 如果二曲面 S 和孓沿参数曲线《相切，％是 




了叫 〆 々的一个向量，则向量场切⑴是加。关于曲面 S 的平行移动的充要条件是 u ； G ) 是如。 


关于 S 的平行移动.实际上，比的协变导数 


Dw 

dt 


关于这二张曲面是一样的.由于平行移动的唯 


一性，所以结论成立. 


利用上述性质，我们能举一个简单、有益的例子来说 
明平行移动. 

例1设 C 为定向单位球面上余纬度为 p 的一条炜圆 
(图 4-12). 叫是 C 在一点 p 的单位切向量.让我们来确 
定叫沿 C 的平行移动，其中 C 以弧长 S 作参数且在/>点 

s=o. ， 

晒 

考虑与球面沿 （:相 切的锥面.这个锥的锥顶角4=号一 

9, 根据上述性质，问题归结为确定加。沿曲线 C 在切锥上 
的平行移动. 

但是，这个锥去掉一条母线等距于平面的一个开集 
L / CIR 2 (参看 4*2 的例 3 ), L 7 的极坐标形式为 



0 <Z p <+ oo ， 0 < ^ < 27Tvsin0 


由于在平面上，平行移动与普通的平移一致，所以得到，当 f 点移动了路程 S 时，切向量 
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f ( S ) 与平移向量 zt ，( S ) 之间的定向交角为 2 k — d ， 其中0是相应的中心角（见图 4-13). 

有时引进“折曲线”的概念是方便的.叙述 如下： 

定义7 映照… [0， /] — S 是一分段 正则的参数曲 
线，如果《连续并且存在区间[0, /] 的一个分割 

0 = to d < …<= I 

使得 a 限制到 [?;， r +1 ]，z = o ， 1，…， K ， 上为正则参 
数曲线.每个 ， a 1 u , j 叫做 a : 的正则孤， 

平行移动的概念很容易推广到分段正则参数曲线.比 
如说，若初值位于区间|>，我们可照通常的办 
法在正则弧 a | ^^^上作平行 移动； 如果^ +| 关“我们 
把 tH /,.,) 作为初值在下一段正则弧《 | 上作平行 图 4 I 3 

移动，并继续下去. 

例 2 G 例1是用有趣的几何办法构造平行移动的一个特例.设 C 是 S 上的正则曲线并设 
C 处处不与渐近方向相切.考虑 S 沿曲线 C 的切平面族的包络 2( 参看 3.5 例 4). 在 C 的邻域 
中，包络2是正则曲面并且与曲面 S 沿 C 相切（在例1中，2可以看作一条围绕 C 的带子，这 
条带子在与球面沿 C 相切的锥面内）.因此，在点的任何向量沿 C 的平行移 
动，无论对于 S 或对于2都 一样. 更进一步，由于2是可展曲面，所以 Gauss 曲率恒为零. 

本书的后面将要证明 Gauss 曲率恒为零的曲面局部等距于平面（见 4. 6 的 Minding 定理). 
因此，我们可以将々点的邻域 VCZ 2 通过等距对应 p V - P 映到平面 P 内.为了得到 W 沿 VAC 
的平行移动，我们把向量 d 外 ( W ) 在平面内作普通的平移，然后再用^^拉回到2上（图 4-14). 

这从几何上构造了沿 C 的一小段弧的平行移动.留作习题诬明这一构造方法可以逐步扩充 
到 C 的给定的弧 • （利用 Heine-Borel 定理并如同折曲线的情形去作 .） 

* 

对于平面中的参数曲线 y : J — f ，如果切向量场 y ' U ) 沿着 y 平行，那么 y 恰好是平面内 
的直线，在曲面上满足类似条件的参数曲线叫做测地线. 

定义8 —条非常值的参数曲线 f — S 称为在 rei 是测地的，如果切向量场 / U ) 沿 y 
在/处 平行； 亦即 

dt 

y 是 参数测地线， 如果 y 对所有均是测地的. 

根据命题1，我们立刻得到 | /(0 | =常数 = C 关 0. 因此我们可以引进弧长作为参 
数，并证明了参数测地线 y 的参数〖与 y 的弧长成 比例. 

注意一条参数测地线可以自 相交. （例6将说明这 一点； 见图 4-20.) 但是，它的切向量永 
不为零，所以参数表示是正则的. 

显然，测地线是局部的概念.上面的讨论使我们可以把测地线的定义拓广到 S 的由正则曲 
线构成的子集上去. 


O 此例用到 3. 5中有关直纹面的内容, 
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图 4-14 沿 C 的平行移动 


定义如 曲面 S 上的一条正则连通曲线 C 称为测地线，如果对每点/ d 在/>的邻域 
中以弧长作参数的参数表示 a ( S ) 是参数测 地线； 亦即， ^( S ) 是沿 a ( S ) 的平行向量场. 

注意曲面上的每条直线均适合定义 8 a . 

从曲面 S 的外部看，定义 8 a 等于说 /( S ) = h 是切平面的法向量，也就是说，平行于曲 
面的法线.换句话说，一条正则曲线 cczsu 关0)是_地线的充要条件是 c 在每点 pec 的主 
法向量与曲面 S 在 p 点的法向量平行. 

上述性质可以用来从几何上判定一些测地线，如下例所示. 

例3球面 S 2 的大圆是测地线.实际上，大圆 C 是球面与通过球心 O 的平面的交线，由 
于圆周 C 的圆心是0,所以 C 在点户 ec 的主法线与直线 OP —致.因为 S 2 是球面，所以与 
S 2 的法线处于同一方向，因此结论成立. 

本节的后面将证明一般的情形，对任意点 PGS 和 7%( S ) 中的任意方向，正好存在一条测 
地线 CCIS ， 使得 C 通过/^点并与给定方向相切.对于球面而言，过每一点，正好存在一个大 
圆与给定方向相切.正如上面已经证明了的，这个大圆是测地线.因此根据唯一性，大圆是球 
面上仅有的测地线. 

% 

例4对于圆厨 * r 2 +y = l 上的正圆柱面，圆柱面和垂直于轴的平面的交线显然是测地线. 
理由是交线在任一点的主法线均与柱面在那点的法线相平行. 
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另一方面，按照定义 8 a 后面的注意，柱面上的直线（母线）也是测地线. 

为了说明在柱面上还存在其他的测地线，我们考虑柱面在一点 p 的邻域的参数表示（见 
2, 5例 2) ， 


jc ( u , v ) = (cosw ， sinw ， t;) ， p — jt(0,0) 

利用这个表示，曲线 C 在 p 点附近可写成 xU ( S )， WS )), 其中 S 是 C 的弧长.如前所述(参 
见 4.2 的例1)， x 是局部等距对应，它把 ㈣ 平面中点 （0, 0) 的邻域^映入柱面内.因为测地 
线的定义是局部性的并在等距对应下保持不变，所以曲线 （《( S )， v ( S )) 必须是在 LT 中过点 （0, 
0) 的测地线.但是平面的测地线是直线，因此，除了已得到的情形以外，还有 

m(S) = aS , v(S) = bS ， a 2 十 6 2 = 1 

由此可知，如果一条正则曲线 c 是柱面上的测地线（除了圆和直线），则局部形式（图 4-15) 为 

(cosaS ♦ sinaS , 6S) 

这是一条螺旋线.这样就确定了正圆柱面上的所有测地线.， 

注意在柱面上给定两点，如果不在平行于: r ： y 平面的同一圆上，则可以有无穷多条螺旋线 
连结这两点 • 这个事实说明，柱面上的两点一般可由无穷多条测地线连结，这是与平面上的情 
形不一样的.但因为去掉一条母线的柱面等距于平面，所以只有当测地线在柱面上兜“完整的 
圈子”时，这种情况才能发生. 




测地线 


为了与平面作类比，我们注意到平面上的测地线 —— 直线的特征是曲率为零的正则曲线. 


定向平面曲线的曲率是曲线的单位切向置场导数的绝对值，其正负号表示曲线的凹凸性与平面 
定向的关系（参见1_ 5注 1). 为了把正负号也考虑进去，引进 


下面的定义是有用的. 

定义 9 设 m 为定向曲面 S 上沿参数曲线 a: I — S 的可微 
单位向量场.由于 u ；(/)， teu 是单位向量，所以 _(?) 与 

at 

切(/)垂直，因此， 



= A(N A w ⑴） 


实数 A = A (0， 记作 


•Dt«r 

~df _ 


称为如在£的 协变导数的代数值. 



注意 


~ Dzv 

L dt 


的正负号依赖于 S 的定向，并且 


Dwl _ j dw 

山」\山 


图 4-16 柱面上连结 >和 9 

的两条测地线 
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N f\zv) • 

我们也应该作一个一般性的注记.从现在起，曲面 S 的定向在即将引进的一些概念中要起 
重要的作用.细心的读者已经注意到平行移动和测地线的定义都不依赖于 s 的定向.与此相 
反，如果改变曲面 s 的定向的话，下面要定义的测地曲率则要变号. 

现在，对于曲面上的一条曲线，我们来定义一个与平面曲线的曲率相类似的概念. 

定义10设 C 是定向曲面 S 上的定向正则曲线，并设 a ( s ) 是 C 在点 P 6 S 的附近以弧长 

S 作参数的参数 表示. /( S ) 在/>点的协变导数的代数值称为曲线 C 在 f 点的测 

_ mm 

地 曲率. 

一条正则曲线是测地线，其特征是测地曲率为零. 

从曲面 S 的外部看，曲线 （:在 p 的侧地曲率 h 的绝对值是向量 a "( S )= L 的切分量的绝 
对值，其中々是 C 在 P 点的曲率而77是 C 在/>点的主法向量.回想一下，向量 I 的法分量的 
绝对值是曲线 CCZS 在 p 点的法曲率的绝对值，我们立刻有图 4-17. 

是 2 = 6〖十纪 



图 4-17 


例如，单位球面 S 2 上余纬度为 p 的纬圆 C ， 其测地曲率的绝对值可用下述关系来计算 
(图 4-18): 



=. k\+k\ = 1 + A 



即 ^ = cot 2 ^ k H 的正负号取决于 S 2 的定向和 C 的定向. 


这种外蕴解释的另一推 论是： 当两张曲面沿一条正则曲线 C 相切时， C 对于二曲面的测地 
曲率的绝对值相同. ' 


注如果改变曲线 C 的定向或曲面 S 的定向，则 CCIS 的测地曲率 变号. 

我们将要给出协变导数代数值的表达式(下面的命题 3). 为此，我们需要作一些准备. 
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% 

图 4-18 单位球面的纬圆的测地曲率 


设 xj 和 w 是沿参数曲线 cr : I — S 的可微向量场，且有丨 | = | iv ( t ) I =1，我 
们希望决定一个可微函数％ R ,使得 〆 /)， t ^ U 确定 到功⑴ 的符合 S 定向的夹角. 
为此，我们考虑沿 a 的可微向量场使得 UU )，5(/)} 对所有构成正定向的标准正交基. 
这样， w (/) 可表成 

xv(t) = aiOviO + hiOv(t) 

其中，^和6是 J 上的可微函数并且 《 2 +6 2 = l . 

下面引理1 说明： 只要确定了从 xKh ) 到 uKf 。） 的角度则可以可微地扩充到 J 从而得 
到所要的函数. 

引理 1设 a 和6是 J 上的可微函数且^+6 2 =1.设 巧满足 = 

则可微函数 

Ct 

<p = <po ^ (ob — ba )dt 

适合 cosp ( n = a (0 ， sin ^ C ?) =&(/), d 以及 pU G )=^ 0 , 

证明 只需证明函数 


恒等于零.或者说 


(a — cos ^>) 2 + (6 — sin ^) 2 
= 2 — 2(acos<p -f- bsin<p) 


A — acosp + bsirup — 1 
利用 aa ' = — bb ’ 及 (p 的定义，容易得到 

— — a(^\r\(p)(p + b(cos^p)(p + a’cosp + 6’sinp 

=— / ^'( sin ^ Xa 3 十 6 2 ) — a (cos<p)(a 2 + 6 2 ) + a'cosp + 6'sinp 

= 0 


因此， A (/) = 常数，但因 AU ) = 1， 引理得证.证毕 ■ 

现在我们把二个单位向量场沿一条曲线的协变导数与它们的夹角的变化联系起来. 

引理2设和 w ⑴是沿 曲线心 的坷微向量场，而且 | wit ) | = | v ( t ) I = 1 1 
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•则 


ro^-i 


rDvi 

_ dt _ 


-dt _ 


d<p 

dt 


其中 〆 如引理1所给出）可微地度量了 ^ 到功的 夹角. 
证明引进向量 /V A t 和仪， = iV A 加•贝! J 

W = (cos^)u+ (sin^)!) 
w = N f \ w ^ 


( 2 ) 


(3) 


(co^(p)N A ^ + (sin^?)N A v 

(cosp)v — （ sin 沪）卩 


将式 （2) 关于 / 作微分，我们得到 


W f =一 (sm<p)<p f v + (cosp)t/ + (cos(p)<p r v + {s\n<p)v 

将上式与5作内积并利用 （3) 式，再注意到 < t /， [>=0，^>=0,我们得到 

<tc〆 ^zv) — (sin 2 沪 )〆 + (cos 2 妒） (v\v) + (cos 2 》)〆 一 (sin 2 (p) (v / ， i/> 

= 〆 + (cos 2 cp) (v’ ， v) — （ sin 2 cp) (v\v) 


另一方面，因为〈^， I 〉= 0，即 < t / ，！；> 




7>，所以有 


<u/ ， tu> =〆 + (cos 2 <p + sin 2 沪） <i/= 〆 + <z/ ， v> 


因为 


{w % uj ) 




dw — 

dT ^ w 


"Dzv 

dt 


(NAtLS xv) 




Dw 

dt 


由此可得 


~ fhv 

-dt — 




{W f xv ) = < p f + (v 


dcp 

dt 



It 


引理得证.证毕. 


下面的说明是上述引理的直接推论 • 设 C 是 S 上的正则定向曲线， a ( S > 是 C 祖.多点附近 
弧长 S 作参数的参数表示.设 WS ) 是沿 tf ( S ) 的平行向量场.令 wOaVS )， 则有 


kJS ) 




Da f ( S )- 
dS _ 





换言之，测地曲率是曲线的切线与沿曲线平行的向量场夹角的变化率.在平面的情形，平行向 
量场的方向不变，测地曲率就是通常的曲率. 

现在我们可以得到前面讲过的协变导数代数值的表达式.一旦我们说及定向曲面的参数表 
亦，总假定这一参数表 7 K 是与曲面的定向相容的， 

命题3设: r ( w ， 仍为定向曲面 S 的某一邻域的正交参数表示（即 F = 0)， 以及功 ( z ) 是沿 
曲线 x («(/)， WO ) 的可微单位向量场.则 

♦ ♦ 

G — — e 

2 jm \ u dt ^dt r dt 



dt 


其中史(/)是从 a 到的定向夹角. 

证明设为坐标曲线的单位切 向量. 注意到 = 这里 N 
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是曲面 S 的定向，利用引理2,我们有 



dt 


de x 

nr 


d<p 

dt 


其中6^1(/)=6^(«(/)，为向量场^到曲线 : r ( w (〖）， tK /)) 的限制.现在 


De \ 


de\ 

~dt 


， N t\e\ 


de \ 

€2 


=〈( d 。>尝 + <(4, e 2 ) j ^ 


另一方面，由于 F = 0, 我们有 


〈工仙 ^x v ) = - —E 


因此 


( ( e \ ) M 9 e 2 ) 




(激 




E 


2 ^/EG 


类似地 


〈⑷ 一〉 4 蠢 


将这些关系式代人到的表达式，我们最终得到 



dt 


2^/EG 


^ dv _ p du 

u It ~ v dt 



d(p 

dt 


证毕. 


作为命题 3 的一个应用，我们来证明平行移动的存在性和唯一性(命题 2). 

命题2的证明首先假设参数曲线 S 包含于正交参数表示 ： r ( M ， W 的一个坐标邻域 


内.采用命题3的记号，则向量场 w 平行的条件变为 


dcp 

dt 


um\ Gu ^ 


E 


du 
v dt 


Bit) 


A 到的定向夹角记作向量场 XC ； 完全由 


(po + 


确定，这证明了加的存在性和唯一性. , 

4 

如果以/)不包含在一个坐标邻域内，我们利用7的紧致性把 a a ) 分成有限段，使每一段 

包含在一个坐标邻域内*在这些段的非空交集中，利用前一部分证明的唯一性，容易把结论推 
广到整个区间.证毕. 


命题3的另一个应用是测地曲率的下述表达式 




Liouville 公式. 


命题4 ( Liouville ) 设 a ( S ) 是定向曲面 S 上的一条正则定向曲线 C 在一点户 eS 附近的弧 

长参数表示 • 并设 xU ， t ；) 是 S 在 p 点附近的正交参数表示以及 〆 S ) 是 x u 与 a '( S ) 的定向夹 

角.则 
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k M — ( k ^)] cos ^?+ ( k ff ) 2 ^ in<p + 


dcp 

dS 


其中 （ hh 和(心） 2 分别为坐标曲线 


常数和 


常数的测地曲率. 


证明 在命题3中置 w =/( S ), 我们得到 






G 


dv 


2^/ EG \ “ dS 


E 


du 

dS 



dcp 

dS 


沿坐标曲线 t ;= 常数， 


( S ), 我们有和因此 


dS 


(^)l 


dS 


E 


类似地有 




2 Es[G 

G , 


2 GsJE 


将这些关系式代入到上面 h 的公式中，我们得到 


k R ― ( k g )i ^/E 


du 

dS 



(k g ) 2 ^/G 


dv 

dS 



dcp 

dS 


因为 

我们最后得到想要的 



'(s) 



CQS(p 及 


iJv 

dS 


smp 


k R = (k g )i cos^d + ( ) 2 sin^p + 


证毕. 


现在我们将要导出在一个坐标邻域中的测地线方程_为此，令 y : S 是 S 中的参数曲线 

并设工（《，仍是 s 在点 y (£。）， t 0 eu 的邻域 i 中的参数 表示. 令 jcz 是包含 l 的开区间， 
使得 y ( J ) CR 设 T ( w ( 〖 ）， P ⑴）， t ^ J , 是 y : S 关于参数表示 JT 的表 达式. 因而，切向 

量场 7(0 , 氏]，为 、 


\t)x u + V (0 


所以 W 为平行向量场等价于微分方程组 


(4) 


u+r'uiu) 2 +2r! 2 «V+ rL(i/) 2 = 0 

^ + rh(u ) 2 + 2 T\tuv r*22 (v f y — o 

实际上，在方程 （1) 中令并令: r a 和^的系数为零，即得 上式. 

换言之， y : /— S 是测地线的充要条件是 y 在每个区间/匚 J 中适合方程（4)，这里区间 J 
使得 y (/) 包含在某一坐标邻 域内. 方程组 （4) 称为 s 的测地线微分方程. 


这一事实 


测地线由方程式 (4) 决定 


的一个重要推论是下述命题, 


7 ： ( 


命题 5 给定一点 peS 和一向量 xv ^ O , 存在 e >0 和唯一的一条参数测地线 
— e , £)—S 使得 y (0) =/>， y ’（0) = * u ；. 

在 4 .5中，我们将说明如何从关于向量场的定理推出命题 5. 

注 在命题5中取 w 关0的原 因是： 我们在参数测地线的定义中已经排除了常值曲线（参 


见定义 8). 
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在本节的其余部分，我们要讲讲微分方程 （4) 的一些几何应用.读者如果不想读这些材料， 
则可以略去.这时，习题18，20和21也要略去. 

例 S 我们利用方程 （4) 局部地研究旋转面的测地线（见 2. 3例 4) 旋转面的参数表示为 

.t — f(v)cosu^ y = /(u)sinw ， z = g(v) 

按照 4. 3 的例1， Christoffel 符号为 


r\ 




0 ， r 


ff 


(/) 


(〆 


= o ， rlz ~ o^ 


r \ 2 


/7" 十 A 
(/) 2 十 （〆 


ff 


将这些 每:代 人方程 （4) 变为 


+ 


2ff f , 

/n - U 


0 


ff 


JJ _/,/\2 I J J g ff 

(/) 2 + ( 〆 ) 2 (/) 2 + ( 〆 ) 






0 


我们将从这些方程得到一些推论. 
戽先，以弧长作参数的子午线 


常数， 


r ( S ) 为测地线.事实上，由 


笫一个方程 M 然成立.第二个方程变为 


/7"十 〆 ， 

(/? + (〆) 

因为第一基本形式沿子午线 w = 常数， v=v(S) 为 


(^) 


0 


所以 

对上式求导数即得 


((/') 2 + W )( V ) 2 = 


( z /> 2 


(/) 


( g f y 


2v 


2(/ r +^ v / > 

((/，） 2 + ( 〆 ） 2 ) 




或者，由于 t /# o . 


rt / •// I / ft 


即，沿着子午线方程组 （ 4 a ) 的第二个也满足，这表明子午线实际上是测地线. 


现在我们来确定什么样的纬圆 


(4 a ) 


常数， （4 a ) 的 


常数， 


«( S ) (以弧长作参数）是测地线. （4 a ) 的第 


个方程给出 u '= 常数，而第二个方程变成 


ff 


(/) 2 + ( 〆 ) 


iuY - 0 


为使纬圆常数， 《 = 成为测地线，必须有 ，关 ()• 因为（/) 2 + (，） 2 关0, /关0,故由 
上述方程得/ = 0. 

换言之，旋转曲面上的讳圆是测地线的必要条件为：过这纬圆上一点的母线在此点的切线 

与旋转轴平行（图 4-19). 此条件显然是充分的，因为它意味着此纬圆的主法线与曲面的法线 
— ^致（阁 4- 19). 
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图 4-19 

为了今后的应用，我们从方程（4幻的头一个得到一个有趣的几何推论，称为 Clmraut 关 
系.注意到方程 （4 a ) 中的头一个可写作 

(fuY - fu+lffuv = 0 

因此， = 常数 = C 


另一方面，一条测地线和与其相交的炜线所成的交角 0 ， o < e < f , 为 


COS 汐 


(jc u %X u U -)r X v V 


fu \ 


其中 U w ， 是给定参数表示相关的基向量场.因为•是过交点的炜圆的半径，所以得到 

Clairaut 关系： 


rcosd =常数=丨 C 


在下一个例子中，我们将说明如何利用这一关系式.也参看习题18, 20和 21. 

最后，我们要指出方程组 （ 4 a ) 可用不定积分 求解. 设 W = M ( S )， t >=7；( S ) 是以弧长作参数 


的测地线，并设这条测地线既不是子午线也不是纬线.方程组 （4 a ) 的第一个可以写成/«'=常 


数= 0 判 • 


首先注意第一基本形式沿 （ w ( S )， v ( S )) 为 

1 = / (盒 ) 2 + ( (/ ') 2 + w) 2 )(f ) 2 ⑸ 

结合方程组 （4 a ) 的第一个方程，它等价于方程组 （4 a ) 的第二个方程 • 事实上，将代入 
到方程（5)，我们得到 
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( 盏 ) 2 ((/) 2 + ( 〆 ) 2 ) +1 

因此，关于 S 求导， 

2~ • 發 ((" + ( g ) 2 ) + (盖) 2 ( 2 /’/〃 + 2 〆〆 ')盖 

_2ffC 2 dv 
—~ 7 ~ dS 

因为 （ W ( S )， u ( S )) 不是纬圆，所以上述方程等价于 （4 a ) 的第二个方程.（当然，测地线可以与 
—条非测地的纬线相切，因而 V ( S )=0. 但是， CUiram 关系表明这种情形只能在孤立点发 
生) • 

另一方面，因为 C 弇 0( 由于此测地线不是子午线），我们有 /( S ) 关 0. 由此，可以反解 
« = «( S ) 得到 S = SU ), 因而 z ;= z ;( S («)). 将方程 （5) 乘以则得 

( f ) 2 = ， + ((，) 2 w ) 2 ) ( 尝 • 盒 ) 2 

或利用 f = / 4/C2 , 得 

f = c 2 +c 2 (,') 2 y ) 2 ( 盒 ) 2 

I 

即 dv __ i r~r - c z 

1 du - 万 V(/)w) 2 

因此 u = C ^ 2 之涔、 ' dv + 駕数 (6) 

这就是旋转面上既非子午线又非纬线的测地线段的方程. 

例 6 我们将要证明在旋转抛物面上，任何一条非子午线的测地线自身相交无 
穷多次. 

设 A 为拋物面上一点并设 K 是过 A > 的半径为 r 。 的 纬圆. 设 r 为过/>。的参数测地线，与 
Po 的交角为0。-根据 Clairaut 关系， 


rcosd —常数= | C 丨，0 < ^ - 

我们得到0随 r 增加而增加. 


因此，随着纬度的增加，0也增大 • 在某些旋转面上， r 可能渐近地趋于一条子午线.待 
一会儿我们要说明对于旋转拋物面，这种情形不可能出现_也就是说，测地线 r •与所有子午线 
相交 • 因此， r ■要在旋转抛物面上绕无穷多圈. 


另一方面，随着纬度的减小，角度 (9 也减小并趋向于零， 


这时对应于半径为 | C 丨的纬 



(注意若 do ^ O 则 | C | < r ). 本书的后面要证明在旋转面上没有测地线能渐近地趋向于一条非 
测地线的纬圆 （4.7). 因为在旋转抛物面上没有一个纬圆是测地线，所以，测地线 r 实际上与 
半径为丨 C 1的纬圆相切于某点由于 COS 0 的最大值是1,所以从 久开始 r 的值将要增大, 
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因此，又出现如前所述的情况.当 r 增大时，测地线将绕着旋转抛物面跑无穷多圈，并且与另 
一分支相交无穷多次（图 4-20). 



注意如果氏=0，则初始状态是在/ h 点的状态. 

剩下要证 的是： 当 r 增加时，测地线 r 与拋物面的所有子午线相交.首先注意测地线不能 
和子午线相切.否则，由命题 5 的唯一性部分，测地线 r 应和子午线重合..因为夹角 0 随 r 增 
大， 如果 r 不穿过所有子午线，则必须渐近地趋于某一子午线，例如说 
我们假设这种情形 成立. 选择抛物面的一个局部坐标系 

x = vcosu 9 y — z ； sinw , z ~ v 2 

0 v <+ oo ， 0 < w <C 2 丌 

使得 iVf 在相应的坐标邻域中为 M = 根据假设，当 tr - 十 oo 时， M 。. 另一方面，测地线 r 

在上述坐标系中的方程(参见例 5 方程 (6) 并选取 r 的定向使 C>0) 如下 

M 办+常数 〉 C I v +常数 

最后的不等式是由于 

1±M> 1 

T ； 2 - C 2 ^ 

从上述不等式知道当 t /— 00时《无限增加，这与 r 渐近地趋向于 M 相矛盾.因此， r 与所 
有子午线 相交. 这就证明了本例开头所作的结论. 


习题 

l _ a _ 证明： 如果曲线 azs 既是曲率线又是测地线，则 C 是平面曲线. 

b . 证明： 如果一条非直线的测地线是平面曲线，则它也是曲率线. 

c . 举一个曲率线的例子，使得它是平面曲线但不是测地线. 

2. 证明： 一 条曲线 CdS 既是渐近线又是测地线的充要条件是 C 是直线段. 
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3. 不用命题5证明直线是平面的仅有的测地线. 

4. 设 t 和 II 1 是沿曲线 CM 的向量场. 证明: 


5. 考虑将圆周 


备 (v(t )， ■^⑴ >=( 穿， w ⑴)+卜⑴， d 


(.r — a) 2 + ^r 2 = r 2 , y = 0 ^ a > r > 0 

绕 z 轴旋转所得的旋转环面.由点 U + r ， 0) ， (a-r, 0), (a, r) 生成的纬圆分別称为最 
大纬圆，最小纬圆和上纬圆. 检验这些纬圆中哪一个是 

a . 测地线. 


b . 渐近线. 

c . 曲率线. 


*6. 计算习题5中环面的上纬圆的测地曲率. 

7. 圆柱面： T 2 十 y = l 与过: T 轴且和: r ： y 平面成0角的平面相交. 

a . 证明： 交线是椭圆 C 

b . 计算：椭圆（:在其长短轴的顶点处关于柱面的测地曲率的绝对值* 

>8 -证明： 如果一连通曲面的所有测地线均为平面曲线，则此曲面包含在平面或球面内. 
*9,考虑球面的二条子午线(^和 C 2 , 它们在交点 A 处的夹角为 p 将<^在交点 p , 处的 

切向量 W t ) 分别沿 C , 和(： 2 平行移动到另一个交点 P 2 , 记作\^和\^ 2 .计算从 WiaWz 的夹 

角. 

^ 10. 证明： 一条定向曲线 CCZS 在一点 P 6 C 的测地曲率，等于把曲线 C 沿曲面在 P 点 

的法方向投影到切平面 7%( S ) 上所得的平面曲线的曲率. 

^ 11- 严格叙述并 证明： 协变导数的代数值在保持定向的等距对应下不变. 

^ 12. 我们称曲面 S 上的# 组正则曲线为 S 的可微曲线族，如果这组曲线的切线构成可微 

方向场（见3, 4 ),假定曲面 S 允许两组正交测地线构成的可微曲 线族.证明： S 的 Gauss 曲率 
为零_ 3 

^ 13. 设 V 是曲面 S 在点 P 的一个连通邻域.并设在 V 中任何二点间的平行移动不依赖于 
连结这二点的曲线. 证明： V 的 Gauss 曲率为零. 


I 4 -设 S 是定向正则曲面.令 I — S 是以弧长作参数的曲线.在点 P = a ( S )， 考虑三个 
单位向量 （ Darboux 标架）： r ( S )= a '( S )， AKS ) =曲面 S 在 P 点的法向量， V ( S ) 二 N ( S ) /\ 
T ( S ). 证明： 


< 


dT 

dS 

dV 

dS 

dN 

dS 


= 0 + aV 十 WV 

—一 a 丁 + 0 + C 7 V 


= -6 T - CV +0 
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其中 ci = a(S )， b = b(S) , C = C ( S )， S6 I. 上述公式是 Frenet 公式关于标架丁， V ， iV 
的类比.为了建立这些系数的几何意义， 证明： 

a . C = — v ); 由此 得出： 匚 S 为曲率线的充要条件是 CEO ( r 称为 a 的测地挠 

率； 参看 3. 2的习题 19). 

b . 6是 a (/) CZS 在 P 点的法曲率. 

c . « 是以1)(=3在 P 点的测地曲率. 

15. 设是单位球面 S 2 的极点.^和 r 是赤道上的两点，使得子午线和在扒的 
夹角为仏考虑子午线在/点的单位切向量并沿着由子午线 AW ， 纬圆 V 和子午线 
rp 。 构成的闭曲线作平行移动（图 4-21). 

a . 确定 v 的最终位置与 i 的夹角. 

b . 若点 g 和 r 取在余纬度为 p 的讳圆上，再做一次 a (参见例 I ). 

s 16.设/>是定向曲面 S 的一点并假设存在 p 点的一个邻域，其中的点均为拋物点. 证明： 
ii p 点的（唯一的）渐近曲线是一条直线的开线段.举例说明“具有拋物点 邻域” 的条件是不可 
少的. 

17.设 Z — S 是以弧长作参数的曲线且曲率不为零.考虑参数曲面 （2.3) 

x(S^v) — ar(S)+iy?(S), S € I ， —e<r<e ， e > 0 

其中 6 是 a 的从法向量 • 证明：若 e 充分小，则 x ( JX (— e ， e )) = S 是正则曲面，而 a ( J ) 
是 S 上的一条测地线（因此，每条曲线是由其从法线生成的曲面上的测地线）， 

us . 考虑旋转双曲面 p + y — ^=1上的一条测地线；这条测地线从点在上半部分 

z >0) 出发并与过 p 的纬圆成0角，使得其中 r 为 p 到 z 轴的距离. 证明： 这条测 

地线沿纬度减小的方向渐近地趋向于纬线 P +/ = l ，^ = 0( 图 4-22). 
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^ 19. 证明： 当测地线的微分方程 (4) 用弧长作参数时，除了坐标曲线， （4) 的第二个方程 
是 U ) 的第一个方程的推论. 

• 20.设丁为旋转环面. 假定了 的参数表示为（参见 2-2 例 6) 

9 

X(u ^v) = (Vcosw + a)cosu ， (rcosw + a) sini;^ rsinw) 

证明： 


a . 若一条测地线与纬圆 《 = f 相切，则它完全在区域 一 内. 

b . 设一条测地线与纬圆相交，其交角为 .若 


cos ^ < ―:— 

a 十 r 

则它也与纬圆 W = 7 T 相交. 

21. Liouville 曲 面为： 存在一局部坐标系 工 （ u ， 仍使其第一基本形的系数适合 

• $ 

£ - G - L/ + V, F = 0 

其中 L 7 = L / U ) 仅是《的函数， V 二 Vb ) 仅是 t ； 的函数.注意 Limwille 曲面是旋转面的推 
广并证明（参见例 5): 

& Liouville 曲面的测地线可以写成不定积分的形式 


du 


vu-c 




士 


dv 


vv + c 




其中0和(^是由初始条件确定的常数. 


b . 设某一测地线与曲线常数所成的夹角为 I 则 


L / sin 2 0 — Vcos 2 0 =常数 
(这是 Clairaut 关系式对 Liouville 曲面的类比）. 

22 , 设 s 2 二 u « r ， 》， e r 3 ； P + y+w = 并设户 es 2 . 对每一分段正则的参数曲线 
a : [0, /]— S % a (0)= a (/)- P , 定义映照 P „: : T〆 S 2 ) — T p ( S 2 ) 如下： 把每个向量 

T P ( S 2) 对应于沿 a 平移一周回到 p 点的向量.根据命题1，匕是等距 对应.证明： 对于 
了 / S 2 ) 的任一旋转 R ， 均存在一条《使得尺=尺. 

23. 证明： 单位球面 


S 2 == { (x^y^z) ^ R 3 ； x 2 + y 2 z z = 1 } 

的等距对应是 R 3 的线性正交变换在 S 2 上的限制. 


4. 5 Gauss-Bonnet 定理及其应用 

在这一节，我们要阐述 Gauss - Bonnet 定理和一些推论.在 Gauss - Bonnet 定理的证明中所 
涉及的几何是十分简单的，其难点在于一些拓扑的事实.这些事实将不予证明. 

Gauss - Bonnet 定理也许是曲面微分几何的最深刻的定理 ♦ 此定理的最初形式曾由 Gauss 
在一篇著名的讨论曲面上的测地三角形（即其三边均为测 地弧） 的文章 [ i ] 中叙 述过， 大体上说， 
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一 个测地三角形 T 三个内角灼， p 的和超过 7 T 的部分等于 Gauss 曲率 K 在了上 的积分 
(图 4-23). 也就是说， 

3 p V 

— n — Kda 



图 4-23 测地三角形 


例如当时，我们有这是中学几何里的 Thales 定理在曲率为零的曲面上 

的推广.再者，若 K = l ， 则有 —tt = T 的面积 >0. 由此可知，在单位球面上，测地三 

角形的内角和大于7：并且超过 7 T 的部分正好是： T 的面积.类似地，在伪球面 （3.3 习题60上， 
任何测地三角形的内角和小于 tt (图 4-24). 



JCai| t r^>ir 


图 4-24 

CXBormet 把上述定理推广到由一条非测地的简单曲线所界定的区域 (见 下面的 （1) 式） .为 
了再作进一步的推广，比如说，推广到紧致曲面，则需要考虑其拓扑性质，实质上， Gauss - 
Bonnet 定理的最重要的特点之 一是： 为紧致曲面的拓扑和它的曲率的积分提供了一个有价值 
的联系（见下面的推论 2). 

我们现在来细说一下 Gauss - Bonnet 定理的局部 形式. /首先需要一些定义 • 
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设 a : [0, /]—S 是从闭区间[0, Z ] 到正则曲面 S 的连续 映照. 我们称 a 是分段正则的简 
单闭参数曲线，如果 

1* 0*(0) = a (/) ; 

2. 若, 1 ^/ 2 ，广1，~€[0，/)，则 a (/ i ) ) ; 

3. 存在[0, /] 的一个分割 


0 = ~ < /■ < … < 匕 < = / 

使得 Q ■在每一子区间[，,，/,—，]，/ = ()，••.，々，上是正则可微的. 

从直观上看， a 是一条闭曲线（条件1)，没有自相交点（条件2)，并且只在有限个点处没有 
切线（条件 3). 

点0 ^,)， i = 0， …， k ， 称为 a 的顶点,轨迹《([>,， Ch ]) 叫做 a 的正则弧， a 的轨迹 
a ([0, /]) 也称为分段正则的闭曲线. 

根据正则性条件（3)，对每一顶点 aU ,)， 其左极限存在，即对于 

lirna'G) ~ a (t ； — 0) ^ 0 

! 叫, , 

同时，右极限也存在，即对于 

lima'(，） = a iti +0)^0 

现假定曲面 s 已定向.并设〆 U — 0) 到 Vu + 0) 的夹角的最小的确定值为I久I，0< 
I d i 1 <7r. 如果I沒, I # tt ， 则令叹的正负号为行列式 u'a — 0)， c/a+o), /v) 的符号.这 

表明： 如果顶点不是一个尖卓(图4-25)，则的正负号由曲面 S 的定向确定.带符号的 
角度0,， 一 K < a <7 T , 称为 a 在顶点 era ) 处的外角. 



当顶点 《(/,) 为尖点时，丨叹丨 =7 C . 我们选择汉的正负号 如下： 从正则性条件可以看出， 
存在 〆 >0，使对所有£，0< £ < 〆 ，行列式 ( a’a — e )， c/a + e )， iV ) 的正负号保持不变 •因 
此，定义 A 的正负号为此行列式的正负号（图 4-26). 

设 X : UCIR 2 — S 为17的参数表示并与 S 的定向 相容. 再假定 U 同胚于平面的开圆盘 • 

令[0， /] — X ( LOCZS 是一条分段正则的简单闭参数曲线，其顶点为 aG ,)， 相应的外 

角为 (9, ，，■ = ()，…，厶. 

令弘：！>/，为可微函数，表示处从义到/⑴的正向角度（参见 4.4 
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n 



(/i + €) 


o 


Si 



Uj + e) 


图 4-26 在尖点处外角的正负号 


引理 1). 

我们要说的第一个不予证明的拓扑事实 如下： 

定理（切线回转定理） 采用上述记号，有 

K K 

) — pUi)) + 2^' =士 
…0 / = 0 

其中正负号取决于《的定向. 

定理是说 a 的切向量与一给定方向的夹角的全变差再加上在顶点的“跳跃”等于 27 T , 

此定理的 一 个漂亮的证明已由 H . Hopf 给出 ， Composition Math . 2(1935) , 50 〜 62. 对于 

a 没有顶点的情形， Hopf 的证明可以在本书的 5. 7( 定理 2) 找到. 

在叙述 Gauss - Bonnet 定理的局部形式之前，我们需要一些术语. 

设 S 是定向曲面.区域尺 CS (—个连通开集及其边界的并集）称为简单区域，如果尺同胚 
于圆盘并且边界 a 尺是一条分段正则的简单闭曲线 a: J — S 的轨迹.再则，我们称 a 是 正定向 
的，如果在属于 a 的正则弧的每点《(0， s 的正定向的正交基 { a '( n ， a (/)} 满足 条件 ： haom 
向尺的内部.更严格一点，对任何曲线/3: I — R ， 如果 〆 则〈/(0)， 
Mf )>>0. 直观的意思 是说： 如果有人沿曲线 a 且朝着 a 的正方向散步，而人的头朝着 N 的方 
向，则区 域尺始 终在人的左侧（图 4-27). 可以 证明： 适当选取 a 的二个定向之一能使 a 成为 
正定向曲线. 

现设 h UCTR 2 — S 是与 S 的定向相容的参数 表示. KCKU ) 是 S 的有界区域.如果/是 
S 上的可微函数，容易看到积分 




f(u ， v) VBG-F 2 dudu 

( R ) 


不依赖于参数表示 i 的选择（在: r 的同一定向类中） • （其证明与面积的定义相同，参见 2.5.) 
因此，这一积分是有几何 it 义的，称为/ 在区域尺上的积分. 通常记成 


fda 

R 
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N 



图 4-27 正定向的边界曲线 


有了这些定义，我们现在来叙述 

Gauss-Bonnet 定理（局部）设 


Gaus^Bonnet 定理（局部）设 L /— S 是定向曲面 S 的一个正交参数表示（即， F =0)， 其中 
L 7 CTS 2 同胚于开圆盘，而 X 与 S 的定向相容. 设尺 C ： r ( L 7) 是 S 的一个简单区域并设 a: 使 


得假定 a 是正定向的并以弧长 S 作参数，而且设 a ( S 。）， 
别为 a 的顶点及外角.则 


orCS*) 和汰，…，汍，分 


k 



V+I 


rr k 

k g {S)dS+ Kda+ Y；^ - 2 tt 

hM A : _a 


( l ) 


其中 h ( s ) 是 a 的正则弧的测—曲率， K 是 S 的 Gauss 曲率. 

注我们对区域 i ? 作了限—尺包含于某个正交参数表示的像集内，这一限制只不过是 
为了使证明简化，以后我们就会看到（整体 Gauss - Bonnet 定理的推论1)，上述结果对正则曲面 
的任何简单区域均成立，这看上去就有点道理，因为方程式 （1) 不以任何方式涉及到特别的参 
数表示 G . 

证明设 《 = «( S )， u = r ( S ) 是曲线 a 关于参数表示: r 的表达式.利用 4.4 的命题3,我们 




有 


k K (S) 


1 dv _ p du 

27m\ v dS 


dS 



d<pj 

dS 


其中弘 = p,(s) 是一可微函数，它表示在 [S t ，S i+1 ] 中 x u 到：（5)的正向交角，在每段区间 [S 
S M1 ] 上积分上述表达式并将结果相加. 


k 


k 


r+\ 


k g (S)dS 


v +1 


G u dv 



E v du 


d s 2^/ EG dS 


dS 


k 


+ 


% ds 


O 如果假定这一结论的真实性，则下面的应用2和6现在就能够阐明. 
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现在利用平面 ㈣ 上的 Gauss-Green 定理： 若 P ( m ， p ) 和 Q ( w ， u ) 是定义在简单区域 Ad 


R 2 上的可微函数， A 的边界为 


u(S), 




WS ) •则 


rv 

S 


+ WS 


dS 


dS 


d Q 3 P 


3 


d V 


duciv 


由此可得， 


b 


kAS)dS 



G u 


(R) 


2VEG/ v 


2VEGI U 


dudv 


S 


；+i 


d<pi 

dS 


dS 


从 F =0 时的 Gauss 公式（参见 4.3 习题 1)， 我们知道 




G 


1 <r>\\2VEG! v 





dudv 


一 I 


1 (R) 


K^/EGdud 


Kda 


另一方面，由回转切线定理 


E 


dfi 

dS 


k 


dS = J ](< p i ( S ^)- 9t ( S l )) 


k 


士 2x — y^jdi 


0 


因为曲线 《 是正定向的，所以符号应为 正号； 正如对于平面中的圆周这个特例一样，这是 


显而易见的. 


把这些事实合在一起，我们得到 


k 



A 


k g {S)dS 4 - Kda + = 2 tt 


0 


证毕. 

在继续讨论 Ga USS -Boimet 定理的整体形式之前，我们要利用本定理证明中的技巧说一说 
如何从平行移动来解释 Gauss 曲率 • 

为此，设： r : S 是在点附近的正交参数表.示，并设 RChL /) 是没有顶点的简单 

区域且以户为尺的 内点. 设 a: [0, Z ]-^ r ( L 7) 是以弧长 S 

为参数的曲线，使得 a 的轨迹为 i ? 的边界，设 w 。 是 S 在 
点 wo ) 的一个单位切向量并设如 ( s )， se [ o , /]，是加。沿 

a 的平行移动（图 4-28)* 利用4+ 4的命题3和心平面上的 
Gauss-Green 定理，我们得到 


0 



dS 


dS 


2VEG 


p dv — du 

u dS~ v dS 


dS 


dip 

dS 



w ( i ) 


图 4-28 
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— ~ Kda <p(l) — <p(0) 

其中 p = f ( S ) 是可微函数，代表 々到比 （ S ) 的交角.由此可知， < pU )— cp ( Q )= Acp 为 

卢 

^<p — Kda (2) 

JJ R 

从上面的表达式可以看出：既不依赖于 TX _。 的选择，也不依赖于 tt (0) 的选择.对上式 
取极限（在 3.3 命题2的意义下），我们得到 


㉟ 無 = K(p) 

其中 A ( R ) 表示区域的 面积. 这样，我们就得到 Gauss 曲率 K 的解释. 

为了使 Gauss Bonnet 定理整体化，我们需要更多的拓扑知识. 

设 S 是一正则 曲面. 区域 R(ZS 称为正则的， 如果 R 是紧致的并且边界3 i ? 是有限条互不 
相交分段正则的简单闭曲线的并（图 4-29 U ) 的区域是正则区域，而图 4-29(b) 则不 是）. 为方 
便起见，我们把紧致曲面看作正则区域.其边界为空集， 




一简单区域 叫做三角形， 如果只有三个顶点且外 角⑷垆 0, ;=1 ， 2, 3. 

一正则区域 i ? CS 的一个 三角剖 分是有限个三角形: r ,， i=1 ，… • „的集合％使得 

1. u T t =R. 

i=[ 

2. 若则 T , T !： r , 为7\和: r , 的一条公共边或一个公共顶点. 

给定正则区域尺 CZS 的一个三角 剖分义 我们把三角形(•面 ） 的个数记作 F ， 边数记作£：， 
顶点数记作 V . 

F 一 E ~i~V = X 

_ 

称为这个三角剖分的 Euler-Poincare 示性数. 

下面的命题只写出来而不加证明，这些事实可以查看，例如， L. Ahlfors 和 L. Sario, 
Riemann Surfaces, Princeton University Press ， Princeton ， N. J. ， 1960 ，第 1 章 . 
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命题1正则曲面的任何正则区域均有一个三角剖分. 

命题2设 S 为定向曲面.{心}， aGA ， 为一族与 S 的定向相容的参数表示.设只匚 S 是 
s 的一个正则区域.则存在尺的一个三角剖分$使得每个三角形： rei 均包含在 u Q } 的某一 

I 

坐标邻域内.而且，如果 7 的每个三角形的边界是正定向的，则相邻 
的三角形在公共边上的方向相反（图 4-30). 

命题3 设 RCIS 是曲面 S 的正则区域，则 Euler - Poincar 6 示性数 

与只的三角剖分无关.因此，可以记作; 

这后一个命题说明 Euler - PoincaK 示性数是正则区域 R 的拓扑不 
变量.为了应用 Gau ^ Bonnet 定理，我们提及一个重要的 事实： 这一 
不变量确定了 T 中的紧致曲面的全部拓扑分类. 

应该注意到：直接计算表明球面的 Euler - Poincad 示性数是2，而环面（带一个柄的球面， 

见图 4-31) 是零，双环（带二个柄的球面）是一 2，而且一般地有， r 环（带《个柄的球面）的 
Euler-Poincare 示性数是 一 2(« — 1). 

0 带二个柄的球而 x =-2 


环面 2 -环面 

j 

图 4-31 

下述命题说明这个表列出了又 3 的全部紧致曲面. 

命题 4 设 SCR 3 是紧致连通的 曲面； 则 S 的 Eulei - Poincar 6 示性数取下列值之一： 2, 

0，一2，…， 一 2«，….再者，若 S ' CIR 3 为另一紧致曲面且; t ( S )= Z ( S 。， 则 S 同胚于 S '. 

换言之，每一紧致连通曲面 SCR 3 同胚于一个带 g 个柄的球面.数 

— 2~X(S) 

H 2 

称为 S 的亏格. 

最后，设 RCIS 是定向曲面 S 的一正则区域. 而夕是 i ? 的一个三角剖分使得每个三角形 

7 = 1，…， A ， 包含秦^族参数表示 UJ , creA 的某个坐标邻域内，这里 UJ 
与 S 的定向 相容. 设/是 S 上的可微函数 • 下述命题表明/在区域 R 上的积分是有意义的 • 
命题 5记号如上.和式 




^ iftix -2 带一个柄的球面 x 
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k 

S - 1(T 


fiu } fVj ) ^/EjGj — F ) dujdx ) 


不依赖于三角剖分乂也不依赖于 S 的参数表示 

因此，上述求和有几何意义并称为/ 在正则区域 只上的 积分. 通常记作 


fda 


现在我们着手叙述并证明 ^ 

整体 Gauss-Bonnet 定理 设 RC 1 S 是一定向曲面的正则区域.令 G ， 



• •串 


， C „ 是分段正则 


的简单闭曲线并组成 i ? 的边界设每个 C , 是正定向的并设^，…， 义是曲 线仏 ，…， Q 
的全部外角.则 


S k K {S)dS+ Kda+ = 27tX(^) 

i=i 」 （i J 只 1=1 

其中 SSC ; 的弧饫，在 c , 上的积分表示在 c , 的每段正则弧上的积分之和. 

证明 考虑尺的三角剖分^使得每个三角形均包含 [ ——-- 

在与 s 的定向相容的正交参数表示族的某个坐标邻域内. 

由命题2,这种三角剖分是存在的.更进一步，如果5的 ^ 

每个三角形的边界是正定向的，则在相邻三角形的公共边 /{/ 

上，我们得到相反的定向（图 4-32). / Y 

将局部的 Gauss - Bonnet 定理应用到每一个三角形并将 
结果加到一起，再利用命题5并注意每条“内”边以相反的 
方向跑两次，则有， 


丫 ♦ 3 

h ( SWS + Kda + ^ d jk = 2 ttF 

^ R j.k^l 




其中 F 为 5 中的三角形的个数， 而知 ，知，〜是三角形 
T ; 的外角. 


图 4-32 


现在引进三角形 I 的内角 


djk . 因此 


2^* = = 3 ttF - D 妒 


我们将要采用下述 记号： 

艮的外边的个数， 
6=5的内边的个数， 

的外顶点的个数， 
的内顶点的个数. 

因为曲线 C , 是闭曲线，所以艮 = V " 再者，容易用归纳法证明 




3 F = 2 E t + E , 


因而 
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= 2ttE, + jtE, — ^](p jk 

j n k jm k 

现在注意，外顶点可能是某条曲线 C , 的顶点，也可能是由三角剖分引进的顶点.置 + 
v rf ， 这里 V * 是曲线 C , 的顶点数而1^是三角剖分的外顶点且不是(：,的顶点的个数.因为在每 
个内顶点的所有角的总和是 2 it ， 我们得到 * 

^Ojk = 2izEi + jcE p — 27rV, — nV rt — 2 (兀 — 叹） 

I 

在上述表达式中，加进并减掉 tt £；， 并考虑到 £ f = V f ， 则有 

H 〜= 2 丌 E; + 2nE e — 2%V t — tcV,. — — itV n + ^jOi 

i ,k / 




27 tE -27 rV + 》 


把上面的各个式子放到一起，最后得到 


2 


kAS)dS + 


t> 


Kdo+ 乏 2tz(F-E + V) 


证毕, 


= 2tzX(R) 


因为简单区域的 Euler-Poincar^ 示性数显然是1，所以，我们有（参考注 1) 
推论1设 R 是 S 的简单区域，则 . 

4 

k H (S)dS + Kda + U ⑦= 2 jt 

i - 0 J S i ^ R , =0 

考虑到紧致曲面可以看作一个无边界的区域，因此有 
推论2设 S 是可定向紧致 曲面； 则 


Kda = 2 kX (. S ) 

* i s 

推论 2 是最引人注目的.我们只要想一想一张同胚于球面的曲面的各种各样的形状就可以 

, | 

发现这是多么令人 惊讶： 无论曲率函数如何变化，而“全曲率，， (| iC 必 T 总是一样. 

下茚，我们给出 Gauss-Bonnet 定理的一些 应用. 为了说明这些应用（以及本节末尾的习 
题），我们假定平面拓扑的一个基本事实—— Jordan 曲线定理.我们要用的是下列 形式： 平面 
上每一分段正则的闭曲线（没有自交点）是一简单区域的边界. 

1- 正曲率的紧致曲面同胚于球面. 

这种曲面的 Euler-Poincad 示性数是正数，而球面是 R. 3 中仅有的满足此条件的紧致曲面 • 

2•设 S 是负曲率或零曲率的可定向曲面 • 则从一点 pes 出发的二条测地线 yt 和 y 2 不可 
能再相交于另一点 S 使得 h 和 y 2 的轨迹构成 S 的一简单区域尺的边界. ^ 

假设不然， 则由 Gauss - Bonnet 定理 （ i ? 是简单的）， 

Kda + 仏 + 沒 2 = 2 tc 

JJ K 
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其中和込是区域 R 的 外角. 因为测地线 y , 和 y 2 互不相切，我们有叹<兀， i = i ， 2.另一 
方面，因为 K <0, 所以得出 矛盾. ♦ 

当仏 = 込 ==0 时，测地线 h 和 y 2 构成 S 的一条简单闭测地线（即一条闭的正则曲线并且为 

测地线 ）• 由此可知，在零曲率曲面或负曲率曲面上，不存在简单闭测地线作为 S 的一简单区 
域的边界. 

3. 设曲面 S 同胚于柱面且 Gauss 曲率 K<0, 则 S 至多有一条简单闭测地线 • 

假设 S 含有一条简单闭测地 线厂 . 根据应用 2 并由于存在同胚对应将曲面 S 映成挖去 
一点 g 的平面 P ， 所以是平面 p 中包含 g 点的一个简单区域的 边界 . 

现假设 s 含有另一条简单闭测地线厂 ’• 我们断言/ v 与厂不 相交. 否则 〆 r ) 和 〆〆 ）在两 
个相继交点 y , 和/ 2 之间的弧构成一个简单区域的边界，这与应用2相违背（见图 4-33) •根据 
• 上述推理，史( 〆 ）也是平面 P 的一个包含点 g 的简单区域的边界 • 而尺的内点同胚于柱面, 
故 X ( i ?)=0 •另一 方面 .由 Gauss-Bonnet 定理 

, Kdcj = 2 kX(R) = 0 

JJ ip l (R) * 

但因 K <0, 所以这是不可 能的. 



图 4-33 


4 - 如果在一具有正曲率的紧致曲面 s 上存在两条简单闭测地线 Fl 和厂 2 ，则 r , 和1\必 

相交. 1 - ： - 1 v 11 、 

# 

根据应用1， s 同胚于球面•如果 a 和厂 2 不相交，则 r ! 和 r 2 构成的集合是一区域尺的 
边界，此区域的 Euler - Poincar 6 示性数％(尺 ）= 0 . 由 Gauss - Bonnet 定理^ 、•： 

J • w V 卜 •. • ：， I 、十 ：\ A 广二 ，： —ftL 1. - • " * , * 1 •； - • J 

Kda = 0 

•i : r # , <! " rV / R • • 

这与 K >0 相矛盾 • " ： ； ，； ' 1 

5. 我们将要证明由 Jacobi 发现的下述结 果：设 a: 是一条封闭•的正则参数曲线，且 

曲率不 为零. 假设法向量” （ s ) 在单位球面 s 2 上画出的曲线（法线的指标线是简单 曲线） •则 
”（/) 将 S 2 分为面积相等的二个 区域. 
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我们可以假定《以弧长作为参数.令 S 为 n = n ( 5 ) 在 S 2 上的弧长.的测地曲率为 


K 


• ♦ 鲁 

( w,n A n ) 


其中“ •”表示对于 S 的微分.因为 


n =,^L.f_= ( ^ kt ^ rb) ^ 

as as as 


n 




c- kt -zb) rb) 德 ) 2 


( k 2 


+ 0 


2 


并且 

我们得到 


( 砉 ) 


2 


k 2 +v 2 


ds 


K g = in f \ n ， n ) = (kb — tt ) 

as 




k — k \ ds 


k z + r 2 ds 


d ‘ f t \ds 

^ arctan (rte 


因此，应用 Gauss - Bonnet 定理到由 n ( I ) 界定的区域 i ? 中的一个，并利用 JC ^ l ， 我们有 


2 k 




R 


<1R 


k K ds 


R 


da = R 的面积 


因为 S 2 的面积为 4 tt ， 结论得证. 

6.设 T 是定向曲面 S 上的测地三角形 (即丁 的边均是测地线).令0 3 ，爲，0 3 是： T 的外角 

并令史！ =7 t — d \ j < p2 — 7T — 62 » yj =7 r — dz 是 T 的内角•由 Gauss-Bonnet 定理， 


3 


T 


Kda + 2汉 = 2 jt 


因此， 


3 


3 


Kda = 2tc — 2 (tc — 9? t ) — — 4- ^ 




3 


由此可知，测地三角形的内角和 Dp 为 

1) 等于 7 C ， 若 K = 0; 1 

2) 大于 tc ， 若 K >0； 

3) 小于 7 T ， 若 K <0. 


3 


/V% 




更进一步， 一 tc (角盈）正好等于 Kda , 如果在 丁上 K 关0,这就是三角形了在 


Gauss 映射 iV : S — S 2 (参考3_3的式 （12)) 下的像集 N ( T ) 的面积 • 上述结论曾经由 Gauss 本 
人叙述成他的 定理： 一测地三角形 T 的角盈等于其球面像 N (： T ) 的 面积. 

上述事实与试图证明 Euclid 第五公理（平行公理）这一历史性的争论有联系，从第五公理 
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可以得到任何三角形的内角和等于 7 t . 如果把测地线看成直线，可以证明负常曲率的曲面构成 
一种几何学的（局部）模型，在这种几何学中，除了第五公理及保证直线可以无限延长的公理 
外， Euclid 的公理均成立.但是， Hilbert 证明了在 V ?中不存在测地线可以无限延长的负常曲 
率的曲面 （3. 3习题6的伪球面有一条奇线）.因此 V 中具有负常 Gauss 曲率的曲面并未提供一 
个模型来验证第五公理的独立性.然而，利用抽象曲面的概念，可以避开上述不便，并能建立 
一种几何模式——除第五公理外所有 Euclid 公理均成立的几何模式，因此，第五公理是独 
立的. 

在「)• 10和5 + 11，我们要证明刚刚提到的 Hilbert 的结果并描述一种非欧几何的抽象模式. 

7. 曲面上的向里场 〜设 r 是定向曲面 S 上的可微向量场.我们称 P 6 S 是 t ； 的奇点 ，若 
v ( p )-0 . 奇点称 为孤立奇点， 若存在在 S 中的邻域 V ，使得向量场 v 在 V 中除了 p 外没 
有其他奇点. 

对于向量场^的每个孤立奇点々，我们要定义一个整数，称为■^的指标.设 I : L /— S 是在 
P ^^ r ( 0 , 点的正交参数表示，且与 S 的定向相容.设[0， /] — S 是一分段正则的简单闭 
参数曲线， 使得^ [0，/])(=1(1/)为某个包含 户点的 简单区域尺的边界，且夕是尺中的唯— 
奇点 • ♦ v = v ( n , / e [0, /], 为向量场 U 沿 a 的限制且 9 = 9 (/) 是: r „ 到 1 (，）的夹角，如 4.4. 
的引理1所示，可选取 P 为可微函数（引理1容易推广到分段正则曲线的情形），因为 a 是闭曲 
线，所以存在一个整数/ 


2丌 J = ( p ( l ) —妒 （0) 






I 叫做 r 在 fi 点的指标. 

我们必须证明此定义与所作的选取无关.首先证明指标与参数表示义无关.设如 。 e 
US )， wG ) 是仪’。沿“的平行移动 • 设是到 tx ，（？） 的可微的夹角 • 正如我们在用平行 
移动来解释 Gauss 曲率 / C 时已经看到的（见 （2) 式）， 

ip(l) — ^i(O) — Kda 

JJ R 

把上述关系式相减，我们得到 

Kcla — 2 kI = — ^ (ip — ( p )( 0 ) = (3) 

li ’ 


因为 0 — y 不依赖干 X u ， 所以指标〖与参数表示 J * 无关， 

指标与 a 的选择无关的证明，带有更多的技巧（虽然也很直观），我们只是说一说证明的 
大概. 

设如和 ⑴是用来定义指标的两条曲线 • 我们要证明对于这两条不同的曲线， T ； 的指标相 
同-首先假 定❿和 cn 的轨迹不相交 • 则存在一 同胚： 把 cr 。 和心界定的区域映到由两个同心 
圆 C :。 和 C , 界定的平面区域（环） . 因为我们能找到一族同心圆 C ,， 使得 C , 连续依赖于/且将 
C 0 变形到 C ,， 所以，我们得到一族曲 线①， ％连续依赖于/且将 a 。变形为 a〆 图 4-34) .以 I , 


O 这一应用需要 3.4 的 知识. 如果略去不读，则本节的习题6〜9也要 略去. 
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表示用曲线 a 算出的 v 的指标，因为指标是一个整数，而 h 连续依赖于 ? e [ o ，1]. 所以 
广在 t 的变化下保持不变，即如我们所希望的有 1 = ^. 如果的 和^的轨迹相交，我们选取 
一 条充分小的曲线使其轨迹与 a 。 和 a , 均不相交.然后利用上面的结果. 



图 4-34 


应该注意笋不是^的奇点时，指标的定义照常有效 + 然而，这时其结果是指标为零.理 
由 如下： 因为 J 不依赖于 ： r „, 我们可以选择心就是 x ； 自身，这样 〆 r )=0, 

在图 4 _35中，我们用一些例子说明在平面 x ： y 上以（0， 0) 为奇点的向量场的指标.图中画 
出来的曲线是向量场的轨线. 


p - (―X,— v) v - (—y 9 x) y ^ (― rjO / = -3 



图 4-35 


现令 SCIjR 3 是一定向紧致曲面，而 t ; 是只有孤立奇点的可微向量场.注意，这时只有有限 

个奇点 • 否则，根据紧致性（参考 2.7 性质1)，它们有一个极限点-个非孤立的奇点.设 

是一族与 S 的定向相容的正交参数表示.设5是 s 的三角剖分，使得 

1) 每个三角形包含在的某个坐标邻 域内. 

2) 每个至多包含一个 奇点. • 

3) 每个 res 的边界不包含奇点且为正定向的. 

I 

如果我们对每个三角形： T 6 牙应用 （3) 式，并将结果加到一起，考虑到每个： TG 5 的边以相 
反的方向出现二次，我们得到 


其中/;是奇点 fV ， ^=1,…， 
最终得到 


Kcla — 2丌2 I , 




々的指标 • 把此式与 Gauss - Bonnet 定理（参考推论 2) 合在一起, 
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y；/, = ^-|T Kda - ns) 

6 7UJ S 

因此，我们证明了下述 定理： 

PoincaK 定理 在一紧致曲面 S 上仅有孤立奇点的可微向量场的指标之和，等于 S 的 

Euler-Poincare 示性数* 

这是令人注目的结果.它意味着 X ； A 不依赖于向量场^而只与 S 的拓扑有关.例如，在 

任何同胚于球面的曲面上，所有只具有孤立奇点的向量场，其指标和必为 2. 特别地，这种曲 
面上不可能有无奇点的可微向量场. 

习题 


1. 设 SCR 3 为紧致可定向的正则曲面且不同胚于 球面： 证明 5 在 S 上存在点使得 Gauss 
曲率分别为正、负和零， 

2•设了是一旋转 环面. 描述 T 的 Gauss 映照的像集并且不用 Gauss - Bonnet 定理来证明 

-M 

Kda = 0 

JJ T 

计算了的 Euler-Poincare 示性数•用 Gauss - Bonnet 定理验证上述结果. 

3. 设 SCIR 3 为与球面同胚的正则曲面.设 rCS 是一条简单闭测地线，并设 A 和 B 是 S 
的两个以厂为公共边界的区域.令 N: S—S 2 为 S 的 Gauss 映照. 证明： iV(A) 和 N(B) 的面 
积相等. 

4. 计算下列曲面的 Euler-PoincaK 示 性数： ， 

a . 補球面. 

# b. 曲面 S={(*r ， 夕， 之 ）6 R 3 ; 

5- 设 C 是定向单位球面 S 2 上余纬度为少的纬圆.并设叫是 C 在点 P 的单位切向量（参 

考 4 .4的例 1). 将如。沿 C 作平行移动. 证明： 在平移了一圈后，新向量与初始向量功。的夹 
角厶史 = 271：( 1 — cosy ?). 验证： 


S 2 的曲率 


Hm - ^ = 1 = S 2 的曲率 

其中 ASS 2 上由 C 界定的区域 R 的面积. 

6- 对下列平面向量场，证明（0, 0) 是孤立奇点并计算其指标 

" a . v= Cx , y) ； 


b. v= ( — x<, y )； 

* • 

c. v— (x ， 一 jy) ; 

* d . (jo 2 — y 2 t — 2 j ： y) \ 
e . v— ( a * 3 — ^xy 2 , y 3 — 3 x 2 jy ). 

7. 奇点的指标能否为零？如果可能，则举一例说明之. 

8. 证明： 一 定向紧致曲面 SCIR 3 能有一个无奇点的可微向量场的充要条件是 S 与环面 
同胚. 
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9.设 C 是球面 S 2 上正则闭曲线.设 w 是 S 2 上的一个可微向量场，使其轨线均不与 C 相 

I 

切. 证明： 由 C 界定的二个区域的任何一个都至少包含1；的一个奇点. 

4.6 指数 映照； 测地极坐标 

本节要引进一些特殊的坐标系并着眼于它们的几何应用.引进这种坐标系的自然途径是借 
助于指数映照.现在我们就来讲指数映照. 

正如在 4. 4的命题5中我们已经学过，在一正则曲面 S 上给定一点 P 和一非零向量 z ； 6 
T ,( S ), 存在唯一的参数测地线 y : (— e ， e )— S ， 使得 y (0) = P ， /(0)=^为了指明测地线 
与向量^的关系，记作 yG，W = y 是较方便的. 

引理1 若测地线 y ( r ， x ；) 定义在£， e ) 上，则测地线 y ( f , Av )， A 6 Fc , A 关0，定义 
在 e / A ， e / A ) 上并且 yU ， Xv ) = y ( Xt 9 v ). 

证明设参数曲线 cn (— e / A ， e / A)—S 的定义 = 则 a (0) = yCO ) ， c /(0)= 

久 〆 （0), 并且由 D 的线性性（参见 4.4 式 （1)). 

= X z D / (t) y f ( t ) = 0 

由此可知 《 是一条测地线，其初始条件为 y (0) 和;1/(0)，并由唯一性得 

ait ) = y (“又 V ) = yixt fv ) 

证毕. 

I 

引理1的直观意义是：由于测地线的速度是常数，所以我们能适当地调整速度使在预定的 

I 

时间内跑完全程. 

现在引进下述概念.若 v ^ Of 使得 y ( | t ； 丨， v / \ v \ )= y ( l , 有定义，我 
们就置 

exp / v ) = y ( l ， r ) 和 exp ^(0) = P 

从几何上说，这一对应是在通过 p 点且以 v 为方向的测地线上，画出（如果可能） 一 段长度 
1^1;如此得到的 S 上的点记作 exp p ( v ) (图 4-36). 



例如，在单位球面 S 2 上，对每个 w 6 T ,( S 2 )， exp〆 ^) 均有定义.半径为 tt ，3 tt ， …, 
(2” + 1 )tc 的圆周被映成 p 的对径点&半径 2 tt ，4 tt ， …， 2 «k 的圆周被映 回到久 
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另一方面，在由单叶锥面去掉顶点所形成的正则曲面 C 上，对向量7^(0,其方向沿 
连结 P 点和顶点的子午线的方向，若 I c / 是 P 点到顶点的距离，则 exp〆 ^ 没有定义 

(图 4-37). 


在球面的例子中，如果我们从 S 2 挖掉 P 的对径点，那么 
exp ， V) 只在 ： T ， S 2 ) 的以原点为中心以 7T 为半径的开圆盘上有 
定义 ■ 

重要 的是： exp / v ) 在 P 的某一邻域内总有定义而且可微. 

命题1 给定 P 6 S ， 存在 e >0, 使得 exp , 在 7 V ( S ) 的以原 
点为中心，，半径为 e 的圆盘的 内部艮 上有定义且可微. 

证明根据引理1，对于 T P ( S ) 的每个方向，显然可以把 v 选 
得充分小使得 yU ， W 的定义区间包含1，因而 7(1, v ) = 
exp / t ;) 有定义.为了证明对所有方向存在一个一致的 e ， 我们需 
要测地线对于初始条件的依赖性定理（见4_ 7)，其形式如 下：给 图 4-37 

定 P 6 S ， 存在数~>0, e 2 >0 及可微映照 

7 ： ( — £2 fe?) X B £i S 

使得对任意 veB t] , #0, te (~ E 2 , e 2 ), 曲线 y ( t , W 是 S 的测地线，且 y (0, P ) = P , 
/(0， v )= v ， 并对 v =0 有 y ( z ，0) = /?. 

从这个定理和引理 1 可以得到我们的结论*事实上，因为 y (/， xO 对于 U | < €2 , I ^ I < 
有定义，在引理1中置 A = e 2 /2, 我们得到 yQ ， U 2 /2 h ) 对于 U | <2 ， I u 丨 < £ l 有定义. 
因此，取一个以原点为中心，半径为 e < ei e 2 /2 的圆盘 ^ CT / S )， 则对所有 y ( l , 

有定义. exp p 在艮中的可微性可以从 y 的可微性推出.证毕. 

上述结果的一个重要的补充是下面的 



命题2 exp , ; 坎 CT ^( S )— S 在 7%( S ) 的原点 O 的一个邻域 UCZBe 中为微分同胚. 

证明我们将证明微分 d ( expd 在 06 T ,( S ) 是非奇 异的. 为此，我们把 T ,( S ) 在0的切 
空间与 r A ( s ) 本身等同起来，考虑曲线《(£)=化， ver p ( S ). 显然 a ( o )= o , 曲线 

( exppOofMO ^ exp / d ) 在 / = 0的切向量为 


— (exppitv)) 


念⑽， V) ) 



由此可知 （£/ exp p )。（ t ;) ~ v ^ 

这就证明了 dex Pp 在0非奇异 • 应用反函数定理（参考 2.4 命题3)，就可完成命题的证明. 
证毕. 


VCZS 称为点 P 6 S 的一个法邻域，如果 t ； 是 T p ( S ) 的原点的一个邻域17的像 V = 
ex P / J ( L 7), 使得 exp A 限制到 U 上为微分同胚. 

因为在点 P 6 S 的指数映照是 LJ 上的微分同胚，故可以用它在 V 上引进 坐标. 在这样引进 
的 坐标系 中间，最通常的是 

1. 法坐标 • 它相应于切伞面 TVS ) 的直角坐标. . 

2 •测地极坐标 • 它相应于切平面 T P ( S ) 的极坐标（图 4-38). 
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图 4-38 极坐标 


我们首先研究法坐标.它可如下 得出： 在平面： r ,( s )， pes , 中选取二个正交的单位向 
量心和巧，因为 exp〆U — VC ： S 是微分同胚，所 1 以，它可以作为在 P 点的参数 表示. 若 
V ,则(/ = exp / W )， 其中因此，我们说 g 的坐标是 U ， 显然，如此得 
到的法坐标依赖于 e 2 的选择. 

在以 F 为中心的一个法坐标系中，过尸点的测地线是： T ^( S ) 中过原点的直线 W = 如， z ；= 
在映射 exp , 下的像.也注意在这种坐标系下，第一基本形式的系数在 P 点为 £：(/>)= G (/ >)= 

1 ， F( p) =0. 

现在我们来看测地极坐标系 • 在平面 t / s ), pes 上， 选取极坐极系 （ P ， 仍，其中 p 是 
矢径， 0 是极角， O <0<2 tt ， 极点是： T / S ) 的原点 a 注意： 平面的极坐标系在对应于0=0的 
闭射线 Z 上没有定义 • 置 exp , U )= L . 因为 expy 17—/^ V — L 仍然是微分同胚，我们可以用 
坐标(…们作参数来表示 V — L 的点，这称为测地极坐标. 

我们将采用下面的 术语. 在 L / 中以 O 为中心的圆经过映照 exp #; U — V 所得的像叫做 V 
的测地圆， 而过原点 O 的直线的像叫做 V 的径向测地线 • 在中，这些曲线分别为常 
数和沒= 常数， 

现在我们来确定第一基本形式关于测地极坐标系的系数， 

命题3设 X : L 7 —V — L 是测地极坐标系（… #). 则第一基本形式的系数 £ = £：(& 
们， F = F ( P ， d ), G ^ Gip , 仍满足条件 

£=1 ， F = 0, limG 二 0 ， limCv^X = 1 

fr*0 o-^0 
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证明根据指数映射的定义， p 为曲线0 =常数的弧长.由此直接可得 £=1. 

在测地线微分方程 （4.4 方程 （4)) 中，利用0=常数为测地线，可以推出 1^=0. 再利用 
4.3 定义 Christoffel 符号的关系式 （2) 的第一个方程，我们得到 

0 = \e p = riiE = rs, 

把这代人到 4 . 3式 （2) 的第二个方程，我们有 P ； = 0. 因此， Fip , 仍不依赖于 p 

对每点过 9 点的测地圆记作 a ( a ), 这里 ff 6[0, 2: t ] (如果 g = P 则 a Gr ) 为一点 = 
P ), 再用 y ( s ) 记过 g 点的径向测地线，这里 S 是 y 的弧长.有了这些记号，我们可以写 

〜， 0 )= ( 宭，盏〉 

系数 FQ ，0) 在 P 点没有定义 • 然而，如果固定一条径向测地线0 二 常数，则上述等式的 
第二项对这条测地线上的每点均有定义 • 因为在 P 点有 a ( cr ) = P ， 即¥ = 0，我们得到 

aa 


广 0 4 \d<y 


dy 

dS 


0 


但 F 不依赖于 P 这就表明 F =0. 

为了证明命题的最后一个结论，我们选取 P 点的一个法坐标系（5, 7) 使得坐标变换为 

u = pcosdf v = ^osin^t p # 0, 0 < 0 <C 2tt 

回忆一下 


其中 ^心， v )/3 ( p f 0) 是坐标变换的 Jacobi 行列式而 E ， F ， 5为第一基本形式在法坐标系中 
的系数，我们得到 


^ = p/m-F z ，尸垆 0 ( 1 ) 

由于在 p 点 E = G =1， F =0( 法坐标系是在夕定义的），我们得到 

> 

戶 

limV^ = 0 ， lim(V5X = 1 

命题得证.证毕. 

注1 F =0 的几何意 义是： 在法邻域中，测地圆正交于径向测地线，这一事实也称为 

Gauss 引理. 


我们现在来给出测地极坐标的一些几何应用. 

首先研究一下常数 Gauss 曲率的 曲面. 因为在极坐标系中 £=1 和 F = 0, Gauss 曲率 K 
可以写成 

k = _( Vg ^ 

， Vg 

如果我们希望曲面具有曲率 K ( p ， i 9)( 在所讨论的坐标邻域内），则上式可以看作 /?) 应满 
足的微分方程式_如果 K 是常数，则上式，或等价地 
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( VG) PP + K = 0 (2) 

是二阶常系数的微方程式. 

定理 （ Minding ) 任何二个具有相同常数 Gauss 曲率的正则曲面均局部等距，更严格地讲， 
设5,和&为二个正则曲面且具有相同的常数 Gauss 曲率选取点久 6 S , 和/> 2 65 2 ,及标 
准正交基 h ， 67^,^)， {/,, / 2 } eT , 2 ( S 2 )'. 则存在 h 的邻域％和户 2 的邻域 V 2 以及 
等距对应 0: W — \/ 2 使得却 (a ) =/\， d < p { pt )= 

证明让我们首先考虑方程 (2) 并分别研究情形 （1 )K = 0，(2) K >0 和 （3) K <0. 

1•若 K = 则 （#1 = 0. 因此， 其中总 (扪是0的函数.因为 * 

\\m(^/G) p = 1 

fr-^O ^ 

所以有因此， VG = p + f ( d ), /(0)是没的函数.又因为 

f (6) = lim # = 0 

在这一情形，最后我们有 


E = 1， F = 0, G(p 9 d) = p 2 

2. 若 K >0, 则方程 （2) 的一般解为 

^/G - A (0) cos ( v ^) + B (0) sin ( v ^>) 

其中 A (0) 和 B (仍是0的函数.要验证上式是方程 （2) 的解，只要取微分就行了. 

因为 linV ^=0, 我们得到 A (0) = O . 因此， 

fr^O 

( VG ), -脚） TKcosCn / K ^) 

再由 limCvG ^^ l ， 我们有 

p-^0 

Bid ) = 

^/K 

所以在这种情形 

E = 1 ， F = 0 ^ G — ~~ siix 2 ( ^/ Kp ) 

3* 最后，若 K <0, 方程 (2) 的一般解为 

VG = A (0) cosh (\/ _ Kp ) ~h B (0) sinh (\/ — Kp ) 

利用初始条件，可以推出在这一情形有 

E = 1, F = 0, G = ^^ sinh 2 Kp ) 

现在我们着手证明 Minding 定理 • 设 W 和分别是久和/> 2 的法邻域.设 p 是 
到 T 〃 2 ( S 2 ) 上的线性等距对应并且 = ? ( e 2 ) = / 2 •选取的极坐标系，其极轴 

为/并设 M ^ exp〆 /)， L 2 = ex Pp 2 ( 9 ( l )) m 令0; V 〗—的定义为 

0 = exp p2 « 沪。 exp^i 1 

我们断言^是所要求的等距对应. 

事实上，0在 M 上的限制7将极点为仏坐标为们的极坐标邻域映成极点 为九坐 

f 



标为(…仍的极坐标邻域.根据上面对方程 （2) 的研究，第一基本形式的系数在对应点相等. 

由 4 . 2 命题1，>是一等距对应，根据连续性， 0在1 的点处仍然保持内截，因此，0是等距 
对应 • 可直接验证 d < p ( e 2 )= f 2 . 定理得证.证毕. 

注2当 K 不是常数但不变号时，表达式 = — 有很好的直观 意义. 考虑曲线 
(0= 常数在两条邻近的测地线0=仏和 0=6, 之间的弧长 Up )， 

L ( p ) = f \ ZGip 7 d)dd 

J 心 

假定 K <0 , 因为 

lim(^/G)^ — 1 和 （\/^) /¥1 二 一 K \/G 0 

所以函数 up 的变化状况如图 4-39 U ) 所示.这表明^(…随^增加而 增加； 也就是说，当广增 
加时测地线0=札和0=0,越来越分开（当然，必须保持在所讨论的坐标邻域内）. 



图 4 39 测地线在法邻域内的伸展 


另一方面，若 K >0， 则 Up ) 的变化状况如图 [39( b ) 所示 • 测地线乳和有可能 
在某个 p 以后越来越靠近（情形 J )， 也可能仍然分开 （情形 H ). 这取决于 Gauss 曲率 ■ 例如， 
在球面上，从一个极点出发的二条测地线过赤道以后，则相互靠近（图 4-40). 


在第5章 (5* 4 和 5 . 5) 我们将回到这个问题并说得更为 精确. 
测地极坐标的另一应用是关于 Gauss 曲率 iC 的几何解释 • 
为此，首先注意 / C 在测地极坐标⑴中的表达式为 

K =—— 

^/Q 

因此， 芯、 

回想一下 limVG = 0 

pt^O 

我们得到 一 KfpsUm ^# 

1 3 p s 

另一方面，利用极限来定义#及其对^的各阶导数在 p 点的 
值，我们可以写出 



^/Gip.d') = VG(0,d) 十 〆 V^)/O ， 0) + |^('/G) w (0,<9) 


图 4-40 
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(0 ， 0) +R(p ， 0) 


其中 - 0 

0 p 

以上极限关于0—致成立.在上式中代人已知值，我们得到 


\/ G { p ^ d ) = p 


^3 

一 3! 


K { p)+R 


有了#的这个值，我们可以计算半径的测地圆的弧长 


L = lim 


r 2 


\/G(r^6)dd = 2nr 


<>十€ 


r 3 K ( p )+ R , 


其中 


lim 




0 


由此可得 


K (^) = l im A^pL 

r— 0 7t r 


上 式给出 K (/>) 的一种内蕴解释，它可以用以户点为圆心的测地圆 S / P ) 的半径及 M /0 和 
€邛广（&(/0)的弧长[和 2 tt " 来表达 * 

■ • 

利用 S〆 /?) 界定的区域的面积来解释 K (/>) 也可用上述办法很容易得到（见习题 3). 

作为测地极坐标的最后一个应用，我们要研究测地线的一些极小性质.恻地线的基本性质 

是在局部范围内它使弧长达极小.更精确地，我们有 

命题 4 设/ > 是曲面 S 上的一点_则存在点 /> 的二个邻域 WCS ， 使得如果 y : W 为参 

数测地线，且7(0) = /!， y (^)- g , 以及心 [0, £, ] 一 S 是连结 p 和 ？ 的正则参数曲线, 

则有 ' 



其中为曲线《的长度 • 再者，如果 4 = / a ， 则 a 的轨迹与 y 的轨迹在户和 9 间相重 合. 

证明设 V 是 P 的法邻域， W 是包含在 V 内由半径为 r 的测地圆界定的闭区域.设 
V ， 仍是以 />为中心的兩 一 L 的测地极坐标，而 


首先假定 a ((0， t x )) C ： W - L , 


并置 dit )). 


先注意 


*y (p ) 2 ) 2 ^ \f {p ) s 

而等号成立的充要条件为 〆 二 0; 也就是说，0=常数 * 因此曲线《在 £ 和 h — e 之间的长度 
Ue ) 满足 


/„( e )= f ^Cp r y+G(e f ) 2 dt 

J 4 

^ \/( 〆 ) 2 dt ^ p dt — l 7 — 2 e 

J c J e 

而且等号成立的充要条件是0=常数和 〆 >0. 在上式中令 e — 0，我们得到 / a > 匕并且等号成立 
的充要条件是《是径向测地线0 =常数，其参数表示为^ 〆 （/)>()•由此可知，如果 

L 二 I ” 则 a 和 y 的轨迹在/>和 g 间重合. 

现在假设 a ((0, M ) 与 JL 相交，并假设第一个交点为 a U 2 ). 则根据前面的推理，在 々和 
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h 之间而意味着 a 和 y 的轨迹重合.因为 a ([0, ^])和 L 是紧集，所以存在 

6，使得或者 《(?) 是 a ((0， /〗））和 L 的最后一个交点，或者 a ([7， /】])匚 U 图4-4'1).无论怎 
样，应用上面的证明，均可得到命题的结论. 

最后假定 a ([0, 6]) 不完全包含在尿中.设， o e [0, 6] 是使得 a (? o )= x 属于 W 的边界的第一 
个值 • 设7是径向测地线 Ar 并设：是曲线 a 在区间[0，./。]上的限制，则显然见图 4-42). 



图 4-41 图 4-42 


由前面的推理可知因为 g 是 G 的内点，所以由此， l a > l ” 完成证明. 
证毕 • ' • 

注 3 为了简单起见，我们对正则曲线证明了上述命题.然而，对于分段正则的曲线命题 
仍然成立（参见 4. 4定义 7). 其证明完全类似，故留作习题. 

注 4 在证明中也说明命罈 4 的最后结论的逆也成立，但不能推广到分段正则的曲线. 

上述命題在整体上是不对的，可用球面为例来说明，球面上两个非对径点可以用二条长度 

% 

不等的子午线相连结，但只有较短的一条才满足命题的结论•换言之，如果将一条测地线充分 

延长，则它可能不是端点间最短的道路 • 然而，下述命题 说明： 如果一条正则曲线是在它上面 
任意二点间的最短道路，则这条曲线必然是测地线. 

命題 S 设 a: 是正则曲线，其参数与弧长成比例 • 假定 a 在任意二点 f ， r 6 n 、 司的 

弧长小于或等于连结和 a ( r ) 的任何正则参数曲线的弧长，则《是一条测地线， 

证明 设 ~e/ 是 J 的任何点并设比是 《(〜）=/> 的邻域（定义如命题 4). 

从命题 4 中等号成立的情形可知0在(/。，上是测地线.不然的话， a 在 U ， A ) 间的弧长要 

大于连结 aU 。） 和的径向测地线的长度，这与假设 违背. 因为 a 是正则的，所以根据连续 
性， a 在/。仍然是测地线.证毕. 

习题 

1. 证明： 在常数曲率曲面上，测地圆的测地曲率为常数. 

2 - 证明：在测地极坐标 ( E = l ， F =0) 之下的测地线方程为 

/-+G〆) 2 = 0 

f + G./GpV + ^-Ge/Gid') 2 - 0 
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3. 设 p 为正则曲面 S 上的一点. 证明： 

K ( p ) = 

r— 0 丌 r 

其中 K (/>) 是 S 在 P 点的 Gauss 曲率， r 是以 /> 为中心的测地圆的半径， A 是由 
Sjp ) 界定的区域的圆面积. 

4. 证明： 在以 p 为中心的法坐标系下，所有 Christoffel 符号在点为零. 

5. 在下述曲面中，哪一对是局部等距的？ 

. a . 旋转环面和锥面. 

b . 锥面和球面. 

c . 锥面和柱面. 

6. 设 S 是一曲面而 p 是 S 的一点，设 S 穴夕)是以 p 为圆心的充分小的测地圆，使得 S '( 夕) 

包含在一个法邻域内 • 设 r 和^是 S '( p ) 上的二点， C 是 S ' (户）在 r 和 . y 间的弧.考虑曲线 

♦ 

exp ^ UOCT . CS ). 证明： S (/0 可以选取得充分小，使得 

a - 若 K >0， 则 /( exp ^^ C ))：^^：)， 其中 K )表示相应曲线的弧长. 
b . 若 JC <0， 则 /( exp ^( C ))< Z ( C ). 

7. 设(… 0) 是一曲面的测地极坐标系 （ E = l，F = 0). 并设 y ( p ( S )， 扒 S )) 为测地线且与 
曲线0=常数的交角为 〆 S ). 为明确起见，曲线0=常数的定向为 p 增加的方向，而史代表在 
参数表示 V ， 0) 的定向下，从0=常数到7的定向夷角. 证明： 

t 

办 + ( Vg ) — = q 
dS ^ ^ p dS 

， 8. (“小”测地三角形内角和的 Gauss 定理） • 设△是曲面 S 上的测地三角形（即其边为测 
地线段）.假定三角形足够小，以致包含在它某个顶点的法坐标邻域内.直接证明（即不用 

Gauss-Bonnet 定 理）： + 

KdA = (2的)— 7 T 

其中 K 是 S 的 Gauss 曲率，而 0 < a ,< 7t 、， ^=1，2, 3，是三角形△的内角. 

9- (测地圆的局部等周不等 式）. 设/>纟 S 并设 SAp ) 为 V 上 p 为中心半径为 r 的测地圆. 
设[是义（々）的弧长，而 A 是 S r (/0 界定的区域的面积. 

证明： 


47tA — L 2 = n 2 r 4 K(p) - \-R 
其中 K(/0 是 S 在户点的 Gauss 曲率，而且 

liin ~ — = 0 

卜 *0 r 

因此，如果 K(/>)>0( 或<0)并且 r 充分小，则 4 ttA — L 2 >0( 或<0).(比较 1.7 的等周不 
等式）. 

10.设 s 是连通曲面并设0: s—s 是 s 的二个等距对应.假定存在一点 pes 使得 

并且对所有 cr/s) 却〆 1；)= 却 ,（认 证明： 对所有 g es， 
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11. ( 小测地三角形的自由迁移性）设 S 是常数 Gauss 曲率的曲面.选取点仏，并 
设 r 和分别为 h 和 〆 t 的法邻域•在 v 中选取测地三角形 pxptp , (测地一词是指边0 2 , 

均为测地线弧）， 而 p \ ， P 、 ， 为/中适合下条件的点： 

P \ ，/>2 ) ― K P ) ， P 2 、 

I ( p2 ， fH、 = Up 2 9 ps) 

1(. ^ p\ ^ = I 、 P% ， P '、 

(这 里/表 示测地弧的长度）.证明：存在等距对应0 : 把第一个三角形映到第二 

个上.（这是中学几何的一个定理——平面上对应边相等的两个三角形全等——推广到常曲率 
曲面的局部形式 .） 

12. 微分同胚 p 5 2 称为测地映照，如果对于 S , 的任意测地线 CCZS ,， 正则曲线 
史(0匚 s 2 也是 s 2 的测地线.如果1/是 pes , 的一个邻域，则 p s 2 称为局部测地映照， 

若在 s 2 中存在 wp ) 的一个邻域 v 使得 u — v 是测地映照. 

a . 证明： 若 9: S ,4 S 2 为测地映照又是共形映照，则 y 是相似，即 

— X{d<p p {v) ， d<p p (vu 、） ， p G S ' ， v y w G T p (Si ) 

其中 A 是常数. 

b . 设 S 2 = { (: r ，）， z )6' i 3 ； : T 2 十： y 2 + z 2 = l } 是单位球面， S —= {( x ， y ， z ) e S 2 ; z <0} 
力下半球面，而 P 是平面 2 = —1. 证明： 中心投影映照 P S —— JP 是测地映照， P 的定义为 
把 S ™ 上的点 p 对应于 S 2 的中心和/>点的连线与平面 P 的交点. 

证明： 对常曲率曲面 S 的每点/>，存在一个到平面去的局部测地映照. 

13. (Beltrami 定理）在习题12的 C 中，已经证明对常曲率 K 的曲面 S 上的每点 /> eS ， 
均存在到平面的局部测地映照.为了证明逆定理 （Beltrami 定 理）： 如果正则连通的曲面 S ， 在 
每点 pes 均存在一个到平面的局部测地映照，则 S 有常曲率，必须证明下述 结论： 

a . 在一曲面以（《， tO 为参数的某一邻域内，如果 u = wU ) 是一条测地线且不与 W = 常数相 
重合，则 



du z 



+ (2r\ z — t\i 



+ (r!,-2r? 2 ) ~-t 2 u 

da 


* b . 设 S 在点 p 6 S 的邻域 V 中，存在一个到平面 T 的局部测地映照… V — R 2 , 则可以 
选取 V 的参数表示 ( w , W 使得 


r\ z = = o, 2r ! 2 ， r!,- zr\ z 

tt c . 若存在/ 与 的邻域 V 到平面的测地映照，则在 V 内，曲率 K 满足关 系式: 


KE - 

r? 2 rL—(r? 2 )„ 

( a ) 

KF = 

r\ 2 rU- (r? 2 ). 

( b ) 

KG = 

rl 2 rl 2 -(r! 2 )„ , ' 

( c ) 

KF = 

rf 2 r! 3 -(r! 2 ) M 

( d ) 


若存在的邻域 V 到平面的测地映照，则在 V 内，曲率 K 为常数. 
e . 利用上述结果及关于连通性的标准推理，证明 Beltrami 定理 .， 
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14.( 完整群）设 S 是正则曲面， pes , 对每条分段正则的参数曲线 a : [0, /]— S ， a (0) = 
aU ) = p , 假定映照 T ；( S ) — l ( S ) 如下； 把每个向量丁 〆 S ) 映为它沿 a 平行移动回到 
P 点的向量.根据 4.4 的命题1， P a 是 7\( S ) 的线性等距对应. 如果仏 [/，： n — S 是另一条分 

段正则的参数曲线且/3(/)=卢(0 =户，定义曲线戸。 a : [0, /十幻― S 为先走过《再走过 即： 
卢。 aG ) = a (. s ) ，若 s 6[0，/]• 而/3。 cr ('0 ， 若 sE [“ 】]• 

a . 考虑集合 

H p ( S ) = { P a ： T ,( S )— T ,( S )； 对于所有连结 p 到 P 的 a }， 

其中 a 是分段正则的.在上述集合中，定义运算匕。也就是说，心。坟是先 
作庆再作 f % 的通常的复合. 证明： 对于这个运算， H ,( S ) 是一个群（实际上，这是 T P ( S ) 的 
线性等距群的子群） • H P ( S ) 称为 S 在 P 点的完整群. 

b . 证明： 的曲面上所有点的完整群退化为恒等元素. 

c . 证明： 若 S 是连通曲面，则任意两点户，的完整群 H P ( S ) 和 H ,( S ) 同构.因此， 
我们可以讨论 曲面的 （抽象）完 整群. 

d . 证明： 球面的完整群同构于 2 X 2 旋转矩阵群(参考 4.4 习题 2). 

4.7 测地线的一些进一步的 性质； 凸邻域 e 


在这一节，我们要说明如何从向量场的存在性，唯一性和对初始条件的依赖性的^般理论 


导出关于测地线的具体性质（特别是 4. 4的命题 5). 

_ 

在参数表示 x ( W ， W 下，测地线方程为 

tt f + r l n UY +2rWv f -^rMY= o 

v f/ + jfli (u ) 2 + 2r? 2 uv + l\i (v) 2 = 0 

其中 rt 是局部坐标 《 和 u 的函数.置和1/=彳，上述方程可以写成一般形式 

^ — Fi 、 u ， v ， 每， rj) 

rj = F 2 {u ， v ， 砭， rj) 
u = F 3 (u ， v ， $ ， if> / 

V = FjUfV ， 疙， Tf) 

其中 F 3 (W ， 幻， f ， 7))= 乓， F 4 (m, V, 7)=7- 


( 1 ) 


( 2 ) 


釆用下述记号是方便的 ：（ M ， T /， 彳）将代表 R 4 的一个点， R 4 可以看作是笛卡儿积 
R 4 - R 2 XR 2 ； ( W , I ；)将代表第一个因子的点，而 7 )代表第二个因子的点. 

方程组 （2) 等价于 X 4 的一个开集上的向量场，其定义与 R 2 的向量场完全类似（参考3, 4). 
轨线的存在性和唯一性定理 （ 3.4 的定理 1) 对此情形仍然成立 （实 际上，定理对 R ” 成立； 参见 


S . Lang , Analysis I , Addison - Wesley ， Reading ， Mass .， 1968， pp . 383 ~ 386 ) ，可叙述 
如下： 


在开集 L / CIR 4 上给定方程组 （2) 并给定一点 

I 

(Uq ， Vq 9 爸 0 ， 7Jo) & U 


© 本节初读时可以略去，但在第 5 聿中，要用到命题 1 和 2( 不读本节也能理解 ）. 
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则方程组 （ 2) 有唯一的轨线 a: (― e ， e)-U , 满足 

a (0) = ( m 0 ，奶，$) ，” o ) 

为了把上述结果应用到正则曲面 S ， 我们应该注意，给定 P 的坐标邻域 V 的参数表示 
JcU ， V )， 二元组 （ g ， t ；)， qev, 的集合可以等同于集合 VXR 2 =C/C ： R 4 . 为此，我 

们借助于基 Up 把每个 丁 /s) ， q ev, 与 :s 2 等同起来 . 以后谈到二元组（心 m 集合的可 
微性和连续性，就是指由这样的等同诱导出的可微性及连续性 . 

假定了上面说过的定理，则 4. 4 的命题 5 的证明是显然的 . 实际上，在 PGS 附近的参数 
表示： T( w , W 之中，测地线方程为定义在 UCZT 上的一组形如 （ 2) 的方程 . 然后，基本定理意 
味着： 给定一点 g=U 。， 叫） 61/ 和一非零切向量 7^)eT v (S), 则存在 V 中唯一的参 
数测地线 

y = it o a : ( 一 e ， e) — ^ V 

其中 7t(g ， v) 是 VX R 2 -*V 的投影 . 

由方程 （ 2) 确定的向量场对于初始条件的依赖性定理也是重要的.本质上这与平面的情形 
完全 一样： 给定一点 pGu 。， v 。， 专 0 , Vo )eu ， 则存在 /> 的邻域 ( 其中％是（《。， 
%) 的邻域，而 ^ 是％，恥）的邻域），开区间 J, 以及可微映照 & /xy^y^u , 使得对于 
固定的 （《， w 6 rj) = (q, v)^V, 曲线 《 (f ， g, V) , t^U 是 （ 2) 通过 （ g ， 仍的轨线 . 

为了对正则曲面 S 应用这一结论，我们在引进参数表示，使得 V 为坐标邻域并和上 
面一样，将二元组 （ g ， V) ， gev ， ueTJS) 的集合与 VXR 2 等同 . 选取（ /> ， 0 ) 作为初始条 
件，我们得到区间（一 h ， e 2 ) ， 点的邻域％ (=7, 原点在又 2 的邻域 V 2 以及可微映照 

7:( — e”e2) X Vi X V 2 —► V 
使得如果（ … ^)ev.xv 2 , z^o ， 则曲线 

t 一 Y(t ， q ， V ) ， / G ( — £2, £2) 

是适合 7(0 ， g, V)=q ， /(0, q, 的测地线 . 并且如果 i;==0, 则此曲线退化为点 g ., 这 

里 y=7T 。。， 7r(g, 1)=9 是投影而 a 是上述定义的映照 . 

回到曲面上，集合 WXV 2 是 

Uq^y ； g 6 Vi » ^ e V,C 0 ) C T,(S)} 

其中 K(o) 代表： r ； (S) 的原点的邻域 • 这样，如果将 y 限制到 （一 e2 , e 2 )X{p}XV 2 , 我们可以 
选取 {/>} xy 2 -J3 £1 C7^(S ) 并得到 

定理 1 给定 P6S, 存在数 ei >0, e 2 >0 和可微映照 

7 :(— £2 >e 2 ) X - ► S, B €i Cl 丁 〆 S) 

使得对任意 t^O, (6(—e 2 , £ 2 ), 曲线 yU ， W 是 S 的测地线并满足 y(0, v) = p 、 
/(0 ， v)=V . 对于 z;=0 ， 则有 7(6 0) = p. 

在 4.6 的命题 1 的证明中已用过这个结果 . 

上述定理相应于 /> 固定的情形 • 为了处理一般情形，让我们用 B r (g) 表示以 9 为圆心，半 
径为 r 的一条（小）测地圆所界定的区域，氏 (g) 及其边界的并集记作 B r ( 9 ). 

设 e>0 使得 B e (>) 匚 V,. 设执（ 9 )(0) 匚％ (0) 是集合％ (0) 中的最大开圆盘，而％ (0 )是 
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V /0) 与其极限点的并集，令 ei = in 佔 ( g )， qeB t ( p ). 显然 £ l >0. 因此，集合 

卬 = { (q^v ) ; q ^ B t (p) ， v B 4) (0) CZ ( S ) } 

包含在 WXV 2 中，我们有 

定理 la 给定 peS , 存在正数 e , ei , e 2 和可微映照 

y : ( — £2 ) X ^11 —► S 

其中 喵= Ug ， v);g 6坎（户 ），V 6 B ei (0) 匚 7；( S )} 

使得 yU ， g ， 0)= 9 ,并且对 V 关0，曲线 

t 一 y 、 t ， q 、 V 、 ， t ( — 62 fE2 ) 

是 S 的测地线，且有 >*(0， g ， v )= q , y ( 0 , q , v )= V . 

让我们应用定理 la 来证明下列更精细的关于法邻域的存在性定理. 

命题1 给定 peS , 存在/>在5中的邻域 W 和8>0使得对每点 exp , 是在 B “0) 
CI 7；( S ) 和 exp ,( B ,(0)) Z ) W 之间的微分 同胚； 也就是说， W 是它的所有点的法邻域. 

证明设 V 是/>的坐标邻域.设 e , ei ， £2 和7: (— e 2 , e 2 ) X %— V 如定理 la 所述.选择 
e ,< e 2 , 可以保证，对任意 （ g ， exp q ( xO = y ( \ v \ , q , v ) 有定 X . 因此，我们可以定 
义可微映照 ^ VXV 为 

< p ( q f v ) = ( qr ， expq ( v )) 

首先证明在 (/>, 0) 非奇异.为此，我们研究^>如何变 换吼中 的曲线 

t — ► (p ， tw ) ， t — ► (a(t) ,0) 

其中 m 6 T p ( S ) 并且 a ( r ) 是 S 的曲线， a ( 0 )^ p . 注意到这些曲线在£ = 0的切向量分别是（0, 
txO 和 < V (0)， 0)，因而， 


cI<p (p ,o) (Of-w) 


dt 


( p 9 exp p ( ut )) 


= (0 f xv) 


d < p <Pt0 ) ia (.0) ,0) = — iait ) texp^o (0)) | /5=0 

- = (，(0)，，(0)) 

并且 dp ,. 将线性无关的向量映成线性无关的向量.因此， ⑻ 是非奇异的. 

由此，我们可以应用反函数定理 证明： 存在 ( p ， 0) 的一个邻域 d 使得 p 把 y 微分同 
胚地映为 （ P ， 户)点在 VXV 中一个 邻域. 设 LTCB e (/?) 和$>0使得 

{(q^v) G 咁 ，9 G 6 Bg(0) C T q (S)} 

最后，设 W 匚 U 为 p 点的邻域使得 WXWdpdO . 

我们断言：如此求得的5和 W 满足定理的结论，事实上，因为 p 在 t 上是微分同胚，所 
以，对 <?6 W ， exp , 是在 B ,(0) 上的微分同胚.更进一步，若枚 W ， 则 

9?({g} X B^(0)) Z) {g} X W 
并由 p 的定义可知 exp〆 私 （0))3 W . 证毕. 

注 1 从上面的命题可知，给定两 点仍， qz ew 9 则唯一存在一条连结点％和 g 2 且长度 
小于3的测地线 y . 再者，证明的过程也表明 y “可微地依赖于”仍 和仍； 其意义 如下： 给定 
(%， g 2 ) ewxw , 则可确定唯一的(更精确地， t ； 由 p - v %，^ 2 ) = ( gi , v ) 确定）， 
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使得 >/(0)= t ；， 而^可微地依赖于(％，心）. 

作为上述结果的一个应用，可以 证明： 使弧长局部达极小的曲线不能有折点.更严格地有 
命题2 设《: J — S 是分段正则的参数曲线，使得在每段正则弧上，其参数与弧长成比 

例.假定 a 上任何二点间的弧长小于或等于连结这两点的任何正则参数曲线的弧长.则 a 是一 
条测地线；特别地， a 是处处正则的. 

证明设 •” 为区间[0， /] = / 的一个分割，使得 a |[ G ， £, +1 ]， 
i = Q ， …， k ， 是正则的.由 4. 6的命题5， a 在， t+i ) 的点处是测地线.为了证明 a 在 r 也 
是测地线，考虑由命题1确定的 a ( f ,) 的邻域 W . 令％ — e ) ， q 2= ait t + e ) » e >0， 是 W 

内的 二点. 并令 y 为私 (^) 中连结 9 l 和 92 的径向测地线（图 4-43), 将 4.6 的命题4推广到分 
段正则曲线，可以得到在〜和9 2 之间结合命题的假设，这意味着 Ky )= Z («). 
因此，再由 4.6 的命题4知道7和《的轨迹重合.因而 a 在 I 也是测地线，证明 完成. 证毕， 
在 4. 4的例6中，我们已经用了下述 事实： 旋转面上的测地线 y ( r ) 不能渐近于非测地的纬 
圆 iV 作为命题1的进一步的应用，我们大概说一下上述事实的证明（细节留作习题）. 

t 

假定上述结论不真.令户为纬圆 P e 上的一点.设 W 和3为命题1给定的邻域和正数，并 
令 9 ep 0 nw ， q ^ p . 因为 yQ ) 渐近于 p 。， 所以 夕点是 yU )， k}— 00, 的极限点，并且 y 在 

G 的切线趋于 P 。 在 P 点的切线.由注1，连结点夕和 g 长度小于 S 的测地线 7(0 在 P 点必须 
与相切.根据（：1以1^1^关系（参考4.4的例5)，子⑴在 p 点周围的一小段弧必须处在 y ( t ) 所 
在的 W 的区域内.由此可得，在 W 中存在一对充分靠近的点，可以用二条长度小于 d 的测 
地线连结起来（图 4-44). 由此可得矛盾并证明了我们的断言. 






4-44 


由命题1产生的一个自然的问 题是： 连结 W 的二点 9 l 和仍且长度小于3的测地线是否完 
全在 W 内，如果这件事对于 W 的任何二点都对，则称 W 是凸的. 

我们说连结二点的参数测地线为极小，如果它的长度小于或等于连结这二点的任何其他的 
分段正则参数曲线的长度， 

若 W 是凸的，则由4_ 6的命题 4( 也见注 3) 可知： 连结％ GW 和的测地线为极小. 

所以，此时我们可以说 W 的任意二点可以用在 W 中的唯一的极小测地线相连结.然而，一般 
而言， W 不是凸的. 
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我们要证明 W 可以选取为凸的邻域.证明的要点是下述命题，它本身也是有趣的.通常， 
我们用 B / p ) 代表以 p 为中心且半径为 r 的测地圆 S〆 /)) 所界定的区域的内部. 

命题3对每点 /> GS ， 存在一正数 e 具有下列 性质： 如果测地线 y (0 在 7(0) 与测地圆 
S〆 /)) 相切， y < e ， 则对较小的£关0, yU ) 在氏 (/>) 的外部（图 4-45). 




证明设 W 是由命题1确定 的夕的 邻域.对于每一对 （ g , W ， qew , v € T fi ( S ) 9 It ; 
1，考虑测地线 yU ， 9, w ， 并对固定的一对 (9, V ), 置（图 4-46) 

exp/yU’g，。） = u(t) 

FU,q,v) =| u(t) I 2 = Fit) 



因此，对固定的 （9, ”），F ⑴是 yU，g，tO 到多点的距离 • 显然， FU ， q ， 仍 可微. 并注意 

Fit, /? ， 17) = I 说 1 2 . 

现以 f 记集合 

^ {(g ， v)，g 6 € T 9 (S ), I v I = 1} 

并定义一个函数 Q: 魯 —R 为 


Q(q^v)= 

因为 F 是可微函数，所以 Q 连续.再者，因为 


d 2 F 

~ d 7 
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= 2< W (/)， W ’(，)> 

d t 

-~r^~ — 2(u(t) > + 2<M’(r) ， M’(r )〉 

3 V 

且在 （/>， u ) 有 

w ’ ⑴— v % u f { t ) = 0 

我们得到，对于所有 ^ en ( s )， 丨 = i ， 有 

Qipjv) — 2 | v \ 2 = 2>0 

_ 

根据连续性可知，存在一邻域 VCZW ， 使得对于所有和 uG 7；( S )， | ^ | =1，有 
Q ( q ， ^>>0. 设 e >0 是 使得汉 （ p ) CV 的正数，我们断言 e 即为所求. 

实际上，令 y < e 并令 yU , g , W 是在 y ( o )= g 与 S〆 /)) 相切的测地线.在 p 点附近引进测 
地极坐标，我们看到<«(0)， i /(0)> =0( 见图 4-47) ，由此3 F / <9 K 0) =0. 因为 F (0， g ， v ) = 
r 2 mO z F / d 2 t ) i 0)>0, 我们得到，对于较小的 i 关 0, 有 F ( t )> f ; 因此， yU ) 在民 （/>) 的 
外部.证毕. 




4-47 



现在我们能够证明以下命题。 

命题 4( 凸邻域的存在性） 对每点存在一正数 C >0 使得艮 （/>> 是 凸的； 亦即, 
氏 (/0的任何二点可以用唯一的包含在 B f (/0 中的极小测地线相连结. 


证明令 e 如命题3所述 • 选取命题1中的3和 W 使得 

并选取 C < d 使得 B t (/ OCZW , 我们将证明氏 （/>) 是凸邻域. 

设中和 g 2 GB t (/>) 并设 y : 是连结 gi 、 g 2 且长度小于 a < 


f 的测地线.显然 yU ) 包含在坟 （ p ) 内，并且我们希望证明 y ( I ) 包 

含在找(/>)内.假定不然，则存在一点 y ( J ) 到 p 的距离 
在切达 到极大（图 4-48)_ 在 m 的邻域内， y ( J ) 的点将在私 （/>) 内， 
但这与命题 3 矛盾.证毕. 
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习题 

r 

*1 •设 y 和 w 是定义在开集 UCZS 上的可微向量场.设 /> GS 以及 曲线心 L 7 使得 a (0) = 
p ， a f io )- y . 沿曲线《从《(0)到 teu 的平行移动记作 P a .,: WS ) — US ). 
证明： 

( D y vu )( p ) = ^(. P ^ tivuiaiO )')') |^o 

其中，等式右端是： T %( S ) 中的曲线 Pj ( t £；( aU ))) 在 f = 0 的速度向量.（因此，可以从平 
行移动的概念导出协变导数的概念 * ) 

2. a . 证明协变导数有下列性质.设 * y ， w 和: y 是 UCS 上的可微向量场，/: U — R 是 S 上 
的可微函数， 〆 /)是/关于方向: y 的方向导数（参考 3.4 习题7)，且; I 和"为实数•则 

1) D v (A*u+jUtt ，） =XD y (v') -\~fjtD y (.xv ) ； 

十 p (itO =XD y (zv)-\-^D v (zv). 、 

2) D y (fv)=y(f)v+fD y (v )； D fy (v)=fD y (v). 

3) y{ (vj zv) ) ^ (D y v , vu) + D y w). 

^') D rv X u = D jru X v ^ 其中 X ( M ， r ) 是 S 的参数表 TT ：. 

* b . 证明： 性质 3 的等价说法是沿连结二点 /N 的一条分段正则参数曲线 S 的 

平行移动是 了 / S ) 到 7；( S ) 的等距对应. 证明： 性质4等价于 ChristoHel 符号关于下标对称 • 
* c . 设 HU ) 是 UCS 上的可微向量场构成的空间.设 D : f (这里 D (: y ， x ；) = 

b 

D ,( z ；)) 是满足性质1〜4的映照. 证明: D , (仍与课文中的协变导数相同（一般来说，满足性质 
1和2的映照 D 称为17上的一个联络.本习题的要点是证明：在给定内积的曲面上，存在唯一 
的联络具有附加性质3和 4). 

*3 .设 I =[0, 是一条简单的参数正则曲线.考虑沿 a 的一个单位向量场 

I 

适合 < a ' U )， i ^)>=0 并设映照 a ：: RXJ — S 为 

x(sjt) — exp ttU) , S R ■, t I 

i 

a . 证明： 在 X XZ 的包含 I 的邻域内可微，而且丄 r 在 （0, o , teu 处非奇异. 

b . 证明： 存在 e >0 使得 X 在矩形 fei ， 丨 S 丨 < e 上1对 1. 

c . 证明： 在开集【6(0, /)， | S |< e 上， X 是 S 的参数表示，其坐标邻域包含 W (0, Z )). 
这种坐标叫做基 a 的测地坐标（或 Fermi 坐标）. 证明： 对于这种坐标系有 F ==0， E = l . 再者， 
如果 a 是以弧长为参数的测地线，则 G (0, 0 = 1且 G ,(0, 0=0. 

d . 证明下述类似于 Gauss 引理的结论（参见 4. 6命题3后面的注 1). 设 a : 〖一 S 是正则参 
数曲线并设 y ,( S )， teu 是一族以弧长为参数的测地线，适合 y ,(0)= ff ( O , {/(0), a ； (0} 

构成正定向的正交基.则对于固定的充分小的曲线？—7,($)， tei , 与所有 y , 垂直相交 
(这些曲线称为测地平行线）. 

4. 曲线 a : [ a ，6]~- S 的能量定义为 

E(a) - f I ait) Vdt 

J 0 
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^ a . 证明： （/ U )) 2 <(6 — a )£( a ) 并且等式成立的充要条件是（与弧长成比例， 
b . 利用 a 推出： 如果 y : [ a ， 是—条极小测地线并且 y (6)= g ， 则对连结 
夕和 g 的任何曲线，我们有 E ( y )<£：(«)， 而且等式当且仅当《是极小测地线时成立. 

5. 设心 [0, Z ]— S 是一条以弧长作参数的简单测地线.并设《和^是 y ([ o , /]) 的一个 
邻域的 Fermi 坐标使得 y ([0, /]) 为 w = 0 ( 参考习题 3). 设 w = y ( v ， 〖）是一族依赖于参数£， 

-£</<£， 的曲线使得 y 可微并且 

y (0 f t ) = y (0) = p , y ( la ) = y (/) = q 

y (* y ，0) = y ( v ) = 0 

这一曲线族叫作固定端点夕和 g 的 y 的变分.设 £( r ) 是曲线 yU ， 0的能量（参考习题 4); 
亦即， 

E ( t ) = ) dv 

Jo\3v ) 

* a . 证明： 

E \0) = 0 

1心)={:{(尝) 2 —〜卜 

其中 7 ( x /)= ay / az 丨 ， = 。，K = / C ( xO 是沿 y 的 Gauss 曲率，而且“ ' ”代表关于 〖的 导数（上 
述公式分别叫作 y 的能量的第 一变分 和第二 变分； 这些公式的更完全的处理，包括 y 不是简单 

g _ 

曲线的情形，将在5, 4 讨论乂 

b . 利用《 证明： 如果 K <0， 则任何简单测地线 y : [0， Z ]— S 相对于连结 y (0) 到 〆 /)且 
充分靠近 y 的曲线来说为极小. 

6 -设 s 是锥面 z = k >0， u ， y )^=(0 9 0). 并设 V 匚 R 2 是 R 2 的开集，其极坐 

标表示为 OCfCoo ， O <0<27 CMsinj 9 t 其中 cot ^= A ， 而 n 是适合 27 rwsin ^3<2 K 的最大整数（参考 
4- 2的例 3). 设^ V — S 为映照 

<p(p 9 0 ) = 

a - 证明： p 是局部等距对应. 

• b •设 g eS . 假定0<晋并设是适合 27 rK S i nj S <7 r 的最大 整数.证明： 至少存在&条测 

地线从 g 出发再回到1 证明： 这些测地线在 g 点均打折，因此都不是闭测地线（图 4-49). 

* c . 条件同上， 证明： 恰好存在 A 条上述测地线. , 

7•设 a: I — R a 为一条正则参数曲线 • 对任一 令 P ⑴匚 JR 3 为过 aU ) 且包含 〆 ⑴的 

平面 • 若 P ⑴的单位法向量 N ⑴是£的可微函数且 AT (0 关0，我们说映照 r — UU )， 
/ V (£) 丨为可 微的切平面族 • 给定一族可微的切平面，我们定义一参数曲面（参考 2. 3的定义 2) 

\ N ( t ) \ 
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参数曲面 X 叫做切平面族 { a ( f )， N (0} 的包络. 

a . 设 S 为定向曲面并设 y : J — S 为以弧长作参数的测地线，满足 MS )#0, r ( S ) 关0, 
Sei 令 N ( S ) 是曲面 S 沿 y 的单位法向量， 证明： 切平面族 { y ( S )， N ( S )、} 的包络在 y 的邻域 
内是正则的，其 Gauss 曲率且沿 y 与曲面 S 相切 • （这样，我们就得到一个与平面局部 
等距的曲面且包含 y 作为测地线 .） 

b •设 a : 是以弧长作参数的曲线且有 K ( S )#0 和 r ( S ) 乒0， Sei . 并设 U ( S )， 

n ( S )} 为从切平面族， 证明： 从切平面族的包络在 a 的邻域正则，其 Gauss 曲率 K =0， 且包含 

a 作为一条测地线.（这样，每条曲线是它的从切平面族包络的测地 线；’ 因为这一包络面局部 
等距于平面，这就是从切平面又称为化直平面的理由 .） 

_ 

附录曲线和曲面局部理论基本定理的证明 


在本附录中，我们将说明如何从微分方程的定理得到关于曲线和曲面的存在性和唯一性的 
基本定理 （1.5 和 4. 2). 

_线局部理论的基本定理的证明（参考 1. 5的叙述)，出发点是观察 Frenet 方程 


dt 

ds 

dn 

ds 


kn 


一 kt —— rb 


( 1 ) 


db 一 


它可以看作在 IXR 9 上的微分方程组 


ds 






5 e 


( la ) 


炎9 

ds 


fd G ， 令 1 ， … ，夺 9 ) 


其中 (色， 


?3)=【，（色，心 ， = （$ 7 ，$ 8 ， $ 9 )= b 9 且/,，/ = 1， …， 9，是坐标在.的线 
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性函数 （其 系数依赖于 S ). 

一般来说， （ la ) 型的微分方程组不对应于一个定常向量场（如 3. 4). 但不管怎样，下列形 
式的存在性和唯一性定理 成立： 

给定初始条件_($)◦，•••， (^) o , 则存在一个包含％的开区间 JCIJ 及唯一的可微 
映照 a : J R 9 ,使得 

a ( % ) = ( ($ )。，…，（专 9 )。 ） 和 a' (S) = (/i ，…，/& ) 

其中，， i = l ， …，9在 （ S ， a ( S ))6/ XS 9 上取值.更进一步，如果方程组是线性的，则/ = 
J (参见 S . Lang，Analysis I , Addison - Wesley ， Reading ， Mass . ，1968， pp . 383 〜 386). 

由此 可得： 在: :1 3 中给定一组正定向的标准正交标架 U , w 。， 6。}和％61，则存在一族标 
架 U(.S) ， 77(5) ， bis) } , I f 使得， n< 5 0 ) = Wo ? 6(^0 )=^0. 

我们首先证明对每个 > e /， 标架 U ( S )， n ( S ), 6( S )} 保持标准正 交性. 事实上，利用方 
程组（1)，把六个量 

〈 f ， n >，<，，6>，<7?，6>，〈 r ，，>，< w ，”>，<6,6> ' 

关于 Y 取导数并表示成这同样六个量的函数，我们得到微分方 程组： 

车 ( t ， n ) = k ( n ， n ) — k { tu ) — zit ^ b ) 

as 

秦 U ， b ) = k { n ， b ) + Tit ， n ) 

as 

■ j ~( n 9 b ) —— kit , b ) — rib ^ b ) + r < w , n > 

as 

- y -( tjt ) = 2 k ( tyn ) ' 

as 

~-( n 9 n ) = — 2 k { nU ) — 2 r <«»6) 
as 

y-(b^b) — 2r<6»n> 
as 

容易验证 

{t,n) = 0, (t,b> = 0, (n,b) = 0, f 2 三 1 ， = 1, b 2 = l 

是上述微分方程组适合初始条件0，0, 0，1，1，1 的解. 由唯一性知，对所有$1，标架族 

n ( s ), Ms )} 都是标准正交的. 

从标架族 0 G )， r?(s) ， b(s)}, 可以通过积分 

等 

a(s) = t(s)ds , J 

« 

得到一条曲线，这里向量的积分理解为每个分量的积分 • 显然 c / G ) 二 r (, s ) 并且， (5)=^. 因 
此， H . s ) 是^在 5 处的曲率.再者，因为 

a \ s ) ~ k f n + kn 

_ 

= k f n — k 2 1 —— kzb 


所以 o 的挠率为 （1.5 习题 3) 
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ka A /，，> _ (t A knA ~ k 2 t - hk f n - krb )) _ 
k 2 k 2 

故是所求的曲线. 

我们还需证明：《在相差 R 3 的平移和转动的意义下是唯一的.设乙 /— R 3 为另一条曲线， 
满足 K 5)= r (5), 呢 U 并设仏，^，忌}是《在3。的 Frenet 标架. 显然，通过 

一 个平移 A 和一个转动 p 可以使得标架仏，&， &} 与 U 。， w 。， 6。丨重合（二组标架都是正定向 
的）.根据上述关于微分方程的定理中的唯一性部分即可得到所需的结果.证毕. 

曲面局部理论基本定理的证明.（参见4, 3的叙述）.证明的思想同上；亦即，寻找一族依 
赖于《和^的标架 U M ， x v ， iV } 满足方程组 

j 

J：uu = 


= r\ 2 x u + r\ 2 x v + fN = x w 
^vu = r\ z x u + rl z x v + gN 


其中系数 it ， ％ 


N u = a n x M + a 2 \X v 

N „ = a lz x u + a 12 x v 

i ， 7 = 1, 2, 按曲面上的公式从£：， F ， G ， … /， g 求得. 


上述方程在 VXR 9 中决定了一组偏微分方程 


( 2 ) 


(芒1 )«= /l ( W ，！；，？】 ，…，芒 9 ) 


($ 9 ) v = / l5 (“， V ，$ i ， … ，在） 


(2 a ) 


这里6 = (?1，芒2， ^)~ J：uy 1J = ($4 ， $5, ^6 ) ~ ^ C = (f” ？8，f9 ) = N ^ 而 /, ， f=l， …，15, 

是$， i = l ， …，9,的线性函数，其系数依赖于 u 和 a 

与常微分方程的情形不同，一般来说， （2 a ) 型的方程组并不可积 • 对于现在讨论的情形, 
要保证在给定的初始条件下，局部解的存在并唯一，其条件是 


^ ^f*IV tjjJU » ^«P 


这 一 结论的证明可査 J _ Stoker，Differential Geometry ， Wiley - Interscience，New York , 1969, 
Appendix B , 


正如在 4. 3 已经看到，这些可积性条件等价于 Gauss 方程和 Mainardi - Codazzi 方程，根据 
假设，这些方程已被满足，因此，方程组 （2 a ) 是可积的. 

* 令 A W 0是定义在（《。，叫的邻域上方程组 (2 a ) 的解，且适合初始条件$(%， v 0 ) = 
&， 7/( Mot 训）= 7/0， C ( M C ， T / 0 ) = Co -显然，可以选取初始条件使得 

贫= E ( u 0 9 V 0 ) 

I 

术= G (« 0 ， v 0 ) 

<6o ^7)o) = F(w 0 yV 0 ) (3) 

找 =1 


^ ?0 * ?0 ) —〈 Wf 0 〉 = 0 

有了上面的解以后，我们可建立一组新的方程 
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工《 = 芝 


(4) 


x 


这显然是可积的，因为匕设 V — R 3 是 （4) 的解，： r 定义在 U D ， 叫）的邻域 F 上且满足 

x ( M 。， t ； 0 ) = P o ex 3 . 我们将证明： r ( F ) 就是所需的曲面.如有必要，可以缩小7，也可以将《 
和 I ；对调. 

首先证明 （2 a ) 的解{$， 7 ,具有下列性质_对于使解有定义的所有 U ， r )， 我们有 

f = E 


v 2 = G 

又？， tj 〉 = F 
— 1 

< f，p = <”，（> = 0 


(5) 


事实上，对#， 7 2 , ？ 2 , <$，7>，<?, f >， <7, C > 取偏导数并利用 （2) 式把它们仍表示成同 
样六个量的函数，我们得到12个偏微分方程的方程组 

氏（〜， …， 

• • ⑹ 

• • 

• • 

V ~ B ^2 (^ 2 ， lf ，…， 

因为 （6) 式是从 （2 a ) 得到的，所以， （6) 显然是可积的（也可以直接验证），并且 

f = E 

rf =G 

= F 

f = 1 

<芒，？〉 = < iy，p = 0 

是方程组 （6) 满足初始条件 (3) 的解 • 根据唯一性可得上述结论. 

由此可知 

I Jc u A 工 ” 丨 2 = x\x\ — {x u ,x v ) 2 = EG — F 2 > 0 
因而，如果* r : V —3 s 为 

x(u,v) — (x(ufv) 9 y(u f v) ^z(ufv)) 9 (u^v) G V 

则 A A 心 的某一分量在 U 。， 巩）不为零，例如说， !((:: :)) 关0.因牝，在 （ M 。， V 。）的某一邻 

域 UC = V 中，可以反解由工的前两个分量函数构成的系统得到一个映照 JT (: c ， ： y ) = U ， T ；), 将 

X 限制到[/上，映照: T : 17-^ R 3 是1对1的而且逆映照: C — 1 = F 。 7 T (这里 x 是 R 3 在 : r ： y 平面上 

的投影）是连续的.因此，： r : L /— R 3 是可微的同胚且 A Ax 。 关0;故 x ( LOCR 3 是一正则 
曲面. 

从 （5) 式直接得到£：， F ， G 是工（17)的第一基本形的系数，而 f 是曲面的单位法向量.如 
果必要的话，对换1；和《，我们可以得到 
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^Cu A 0C V 



从上式和方程组 （2) 得到 

= e, = /， = g 

因此证明了曲面 x ( W ， W 的第二基本形的系数就是〜/， g . 这就证明了定理的第一$分. 

剩下的是 证明： 如果 U 是连通的，则 x 仅相差 R 3 的平移和转动.为此，设 I : L /- R 3 M 
另一正则曲面，适合 E =£， F - F , G - G , /-/, g = g . 因为第一基本形和第二基本 

形均相等，所以可能通过平移 A 和旋转 p 把标架{二（《。，训）， l( w 。， 训）、 N( Wq ，t； Q ) 丨与标 
架 {x u (M 0 ， V Q ) ， x v (u 0 9 V 0 ) * iV(W。，I。）} 重合. 

方程组 （2 a ) 有二组解 


^ x u ； rj == x v9 ^ = N 
^ = x u ^ tj = X v j ^ = N 


因为二组解在（叫，训）重合，所以根据唯一性，在 U 。， 叫）的邻域内有 

jo u = x “， jo v = :r v ， N 二 N (7) 

另一方面，根据连续性，使得 （7) 式成立的 L 7 的子集是闭集，又因为 U 连通，所以 （7) 式对所 
有 u ， v ) ei / 成立， 

I 

从 （7) 式的头两个方程及17的连通性，我们得到 

xiUfV ) = x ( u , v ) -\- C 

这里 c 是常值向量，因为： K w 。，^ o )= x ( u ot X ；。），所以有 c =0, 定理得证.证毕. 
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5. 1引言 


本章的目的是介绍整体微分几何，我们已经遇到过一些整体性的定理 （2. 7中紧致可定向 
曲面的特性和 4*5 中的 Gauss - Bonnet 定理就是这种例子）.但是，它们或多或少总是顺便碰到 
的，因为我们当时的主要任务是建立中正则曲面的局部 理论. 如今，做完了这件事，我们 
就能对整体性质开始作更系统的研究. 


整体微分几何所处理的是曲线、曲面的局部性质与整体(一般是拓扑）性质之间的关系•为 

了把要用的拓扑学知识降到最低程度，我们只限于欧氏空间中的子集.用到的也仅仅是欧氏空 

间中连通紧致集的一些最基本的性质.为完整起见，这些材料及有关证明，在第5章的附录中 
给出. 

在阅读本章时，读者会作种种选择，考虑到这一点，现在我们来对本章的各节逐一给出简 
短的介绍.在本引言的最后，将给出一张表格以说明各节间的依赖关系. 

5.2 中，我们将证明球面是刚 性的； 即如果连通、紧致的正则曲面 SCf 与球面等距，则 
S 是 球面. 这一节在本书中的用处就在于导出 5. 3. 

5. 3 中，作为整体性定理的自然背景，我们将引入完备曲面的 概念. 我们要证明基本的 

Hopf-Rinow 定理，它肯定了连接完备曲面上任意两点的极小测地线的存在性. 

_ 

5.4 中，我们将导出弧长的第一变分公式和第二变分公式_作为应用，我们要证明 Bormet 
定理： Gauss 曲率有正的非零下界的完备曲面是紧 致的. 

5 . 5中，我们要引人沿一条测地线 y 的： Ucobi 场这个重要的概念，它度量了 y 附近的测地 
线离开 y 的速度，我们将 证明： 如果完备曲面 S 的 Gauss 曲率非正，则 expyT ^( S)-S 是局 
部微分同胚. 

这就提出了寻求使局部微分同胚成为整体微分同胚的条件的问题，它导致了在 5 . 6 中引进覆 

盖空间 • 5_ 6 中的部分 A 与前面的各节是完全无关的 • 在部分我们要证明 Hadamard 的两条 

定理： （1) 若 S 完备、单连通，并且 S 的 Gauss 曲率非正，则 S 与平面微分同胚 .（2) 若 S 紧致， 

且 Gauss 曲率为正，则 Gauss 映照 N : S — S 2 是微分 同胚； 特别地， S 微分同胚于球面. 

5_7中，我们将给出曲线的一些整体性定理.这一节仅与 5. 6的部分 A 有关. 

5.8 中，我们要证明 T 中 Gauss 曲率为零的完备曲面，或者是平面，或者是柱面， 

5. 9 中，我们将证明所谓的 Jacpbi 定理： 一段测地线弧关于具有相同端点的邻近曲线为极 
小的充要条件是这段弧不含共轭点 • 

5. 10中，我们将引入抽象曲面的概念，并把第4章中的内蕴几何学推广到这种曲面上去. 

除了习题以外，这一节与前面各节完全是独立的.在这节的末尾，我们要提及诸如微分流形和 
Riemann 流形这种可能的、更进一步的推广. 

5.11 中，我们要证明 Hilbert 定理，它说明在 R 3 中不存在负常数 Gauss 曲率的完备正则 
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曲面. 

在所附的图表中，我们给出了本章各节的依赖关系.例如，读 5.11 需要5.3, 5.4, 5.5, 
5. 6和 5. 10;读 5. 7需要 5. 6的部分 A ; 读5_ 8需要5_ 3, 5. 4， 5. 5以及 5. 6的部分 A . 


仆 

V 

5.2 5.3 5.4 5.5 5.6.A5.6.B 5.7 $.8 5.9 5.10 5.1 1 


5*3 


5.4 

5.5 


5,6，A 

^ 5.7 

5.8 


5,9 


SA0 



5-2 球面的刚性 

作为开始，较合适的是举一个虽然有些简单，却是整体性定理的典型例子，我们就选取球 
面的刚性. 

我们将证明球面在下列的意义下是刚性的. 设 < p : 2— S 是球面 2 CZR 3 到正则曲面 S = 

WDCZR 3 上的等距对应，则 S 是球面.直观上，这意味着要把由可弯曲但无弹性的物质做成 
的球面进行变形是不可能的. 

实际上，我们要证明下面的定理. 

定理1设 S 是 Gauss 曲率 K 为常数的紧致、连通、正则曲面，则 S 是球面， 

球面的刚性可从定理1立即 推出. 事实上，设％ I ：— S 是球面2：到 S 上的等距对应.这 

时 〆 2)= S 就有常数曲率，因为曲率在等距对应之下是不 变的. 而且，由于集合2是紧致连 

通的，它的连续象 〆 也是紧致连通的（第5章附录的命题6和命题 12). 于是，由定理1 
可知 S 是球面. 

定理1最初的证明是属于 H , Liebma n (189 9 )&. 我们这里要给的证明是经陈省身修改后 

的 D _ Hilbert 的证明 （ S- S. Ohern, w Some Nexv Characterizations of the Euclidean Sphere ，” 

Duke Math . J , 12(1945)，270 〜 290; 以及 D . Hilbert ， Grundlagen der Geometrie ^ 3 rd ed . t 
Leipzig ， 1909，附录 5), 

注 1 应该注意，存在与球面同胚，但不是刚性的 曲面. 图 5-1 就给出了一个例子.用往 
里“撞击”的方法把图 5-1 中曲面 S 的平面区域 P 换掉，使得到的曲面 S ' 仍旧是正 则的. 用“对 
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称撞击”的方法形成的曲面 <与 S ' 是等距的，但是不存在使 S ' 变成 S 〃的线性正交变换.从而 
S ' 不具有刚性. 



图 5-1 


我们来回忆一下下面的约定.选取主曲 率&与 匕，使得对每一点有 h ( g ) X 2 ( Q ). 
这样我们就得到 S 中的连续函数&与々 2 ,它们是可微的，但或许要除去 S 的脐点 (6=^). 

定理1的证明基于下列的局部性引理，为此我们要利用 Mainardi - Codazzi 方程（见 4. 3). 
引理1设 S 是正则曲面， p 为 S 上满足下列条件 的点： 

1. K ( p )>0； 即户点的 Gauss 曲率 为正； 

是函数 h 的局部极大值点，同时又为函数 h 的局部极小值点 
则夕是 S 的脐点. 

证明假定/>不是脐点，我们来引出矛盾. 

如果 P 不是 S 的脐点，就可以选到/>的坐标邻域 （ M , I ；)，使坐标曲线是曲率线 （3. 4). 这 
时， F ==/=0, 而且主曲率则由〃/£：， g / G 给出. 因为/>点不是脐点，如果必要的话，交换《， 
xn 从而我们可假定在/>点的一邻域内 


〜 E 2 G 

在如此得到的坐标系内， Mainardi - Codazzi 方程可写为 （4. 3的等式 （7) 与 （7 a )) 

e , - +是 2 ) 

gu - y(*i +k 2 ) 

先将 （1) 的第一个等式关于 v 微分，并利用方程 （2), 我们得到 

£(是 l) w = 警 (— + 是 2 〉 

类似地，再将 （1) 的第二个等式关于 M 微分，并利用方程(3)， 

G(k 2 ) tt = 警 ( 匕 - * 2 ). 

另一方面，当 F =0 时，关于 K 的 Gauss 方程化为 （4* 3,习题 1) 



( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 

(5) 
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因此， 


- 2KEG - E w + + ME V + NG U 


( 6 ) 


这里的 Af=MU ， t ； ) ， N=N(u, t;) 是 U ， t ； ) 的函数，它们的具体表达式在证明中不起实质性 
作用 . 下面将引入的 M ， N ， M 和 N 也是这样的函数 . 

从等式 （ 4) 和（ 5) ，我们可得出 E v , G u 的表达式，将它们微分后代入方程（ 6 )，就有 


2KEG =— [ 2E i ( 々 ■) 

— k 2 



2G 

T^Tz 




因此， 


2 ( 灸 ] — k 2 )KEG = — 2E(ki ) w + 2Gd)«» M(k] ) v + N(k 2 ) u 


(7) 


由于在 /> 点，尺 >0 且々 1 > 心， （ 7) 式左端在 f 点严格为负 . 因为 h 在 p 点达到局部极大 
值， h 在 P 点达到局部极小值，所以在 A 点就有 

(是 l) w = 0 ， (^2 ) u — 0 ^ (fei) w < 0 ， ( ^2 ) uu ^ 0 

但是，这可推出 （ 7) 式的右端非负，这是矛盾的 . 引理 1 证毕 . 

应该 看到： 在证明中若我们假定在 p 点 h 有局部极小值而々 2 有局部极大值，则得不出矛 
盾 . 事实上， . 在正曲率曲面上当 /> 不晕脐点时，这种情形有可能发生，这可用下面的例子 
说明 . 


例 1 设 S 是由下式给出的旋转面 ( 参见 3.3, 例 4) 


<p(v)cosu » 






tpCv) f 0 <C u <i 2tc 


其中 


<p(v) = Ccosv, C > 1 






1 — C 2 sir^vdv^ 0(0) 




我们取 U I <sin- 去 ) ， 使得 〆 x; ： ) 有定义 . 

利用已知的表达式 (3, 3, 例 4 )，我们得到 


E = C 2 cos 2 v » F = 0, G = 1 ， 


Ccosv(^/l — C 2 sin 2 v) f 0 ， 




Ccost ； 

1 — C 2 sin 2 幻 


因此有 


k x 


E 


1-C 2 sin 2 ^ 

Ccosv 


2 






Ccosv 
— C 2 sin 2 t; 


所以， S 有正的常数曲率尺 = 务 1 务 2 = 1>0( 参见 3.3 ， 习题 7), 


由于 C>1, 容易看出，在 S 上处处有匕 > 怂 . 因此 S 没有 脐点 . 而且，由于 ^=0 时是 
| ，但时 




1 — C 2 sin 2 t; 
Ccosv 


> 


所以我们就有 t 在平行环 t ； =0 的点上达到极小值（由于 K=1 ， 因而 h 达到极大值）的结论 



整 体微分几何学 235 


这个例子附带也说了定理1中紧致性的假定是不可少的，因为曲面 S (见图 5-2) 也具有正 
的常曲率，但不是球面， 



图 5-2 


在证明定理1时要用到下面的事实，我们把它写成一条引理. 

引理2 紧致正则曲面 SCR 3 至少有一个椭圆点. 

证明 因为 S 是紧致的，所以 S 有界，因此，在] R 3 中就存在一系列以固定点 OGR 3 为中 
心的球面，使得 S 被包含在其中任何一个球面所围成的区域的内部.考察所有这种球面的集 
合. 设「是它们半径的下确界，并设2是以 O 为中心， r 为半径的球面.显然，2与 S 至少会有 
一个公共点，比如是/>点. 2在/>点的切平面，在点的一个邻域内，与 S 只有一个公共点久 
所以2与 S 在 p 点 相切. 考察 P 点的法截线，容易推得 S 在/>点的任何法曲率应大于或等于对应 
的2在 P 的曲率.因此， k '( py ^ k t ( p 、> Q ， 而 p 正如我们所希望的那样，是楠圆点.证毕. 

定理1的证明 因为 S 紧致，根据引理2,存在一个椭圆点.因为 K 为常数，所以在整个 
S 上 K >0. 

根据紧致性， S 上的连续函数 h 在一点达到最大值(见第5章附录，命题 13). 由于 
K = 是正的常数，匕是夂的递减函数，所 以匕在 p 达到最小值.从引理1可推出是脐 
点；也就是说6(/>)=匕（户). 

现在设 g 是 S 的任何点_因为我们已假定匕 （ g )> h ( g )， 就有 

k\ip) > (g) ^ k 2 iq) ^ k z (p) = ki (p) 

因此，对所有点成立 • 

这就是说， S 的所有点都是胳点，因而，根据 3. 2命题5, S 是球面或平面的一部分.由 
于 K >0， S 就落在球面2中，根据紧致性， S 是2中的闭集，又因为 S 是正则曲面， S 便是2 
中的开集.由于2连通， S 又是2中的既开又闭的子集，所以 S =2( 见第5章附录，命题 5). 

因此，曲面 S 是球面.证毕. 

注意，在定理1的证明中 ， K = 为常数的假定仅用来确 保匕是 &的递减 函数. 如果 

我们假定平均曲率 // = + (&+&) 为常数，也能得到相同的结论.这样我们就有 

定理 la 设 S 是 Gauss 曲率 K>G, 平均曲率 H 为常数的紧致、连通、正则曲面，则 S 
是球面. 
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证明的方法与定理1完全类似.事实上，只要 h 二 / Ui ) 是 I 的递减函数，上面的论证方 
法还是适用的.说得更精确些，我们有 

定理 lb 设 . S 是 GatiM 曲率为正的紧致、连通、正则曲面，若在 S 上存在着函数关系 

% 

k 2 = fik ' U 这里/是 h 的递减函数，且々则 S 是球面. 

注2 V 中 Gauss 曲率 K >0 的紧致连通曲面称为卵形面.因而定理 la 可说 成是： 常数 

% 

平均曲率的卵形面必是球面. 

另•方面，作为 Gauss-Bonnet 定理的一个简单结论，卵形面与球面是同胚的（参见 4. 5 ， 
应用 1). FL Hopf 证明了下列（更强）说法的定理 la 仍旧 成立： 同胚于球面，且平均曲率为常 
数的正则曲面，必定是球面. A. Alexandrcff 的定理进一步推广了这个结果，他把与球面同胚 
的条件换成紧 致性： 常数平均曲率的紧致连通正则曲面，必定是球面. 

上述一些结果的说明，可在 Ho P f m 中找到（参考文献列在本书的最后）. 

注3球面的刚性，可作为关于卵形面的一般刚性定理的结论而得到. Cohn-Vossen 的这 

条定 理说： 等距的两个卵形面，只相差: X 3 中的一个正交线性变换.这个结果的证明可在 
C ： heni Lin] * 找到. 

定理1是整体微分几何的一个典型结果，也就是说，一些局部量（这里是曲率）的信息加上 
一 些较弱的整体性假设（这里是紧致性和连通性），可以推出关于整个曲面的很强的限制（这里 
是断言必为球 面）. 注意，连通性的唯一作用是防止在定理1的结论中出现两个或更多的球面. 
另一方面，紧致性的假设从许多方面来讲，是不可缺的，它的作用之一是保证我们得到整个球 
面，而不是含在球面中的曲面. 

习题 


1. 设 see 3 是紧致正则曲面，并固定点々。 6 R 3 , Po ^ S . 设 A s —] R 是由 d ( q ^^ 

丨9 —扒 I 2 ， 定义的可微函数.因为 S 紧致，所以存在使得对一切 
成立. 证明： 如是 S 的椭圆点（这就给出了引理2的另一种证明）， 

2. 设 SCTF 是 Gauss 曲率 K >0, 且没有脐点的正则 曲面. 证明在 S 上不存在使 H 为极 
大，同时使 K 为极小的点. 

3 . CKazdan - Wamer 的注）.设 SCIR 3 是广义的紧致旋转面（参见 2. 3，注4)，它由把以弧 
长 /] 为参数的曲线 

a ( s ) — (0，9( s ) ,必(•、•） ） 

绕之轴旋转而 得到. 这里， < p (0)=( p ( n ^0, 且史(.0>0对一切 s 6[0， Z ] 成立. 由 S 在极 
点的正 •则 性，可进一步推得 〆 （0)=1， 〆 （/) = — 1( 参见2.3，习题 10). 我们还知道， S 的 

Gauss 曲率是参见 3. 3例 4). 

* a . 证明： 
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K 利用 a 推出: X 3 中不存在曲率是单调增加的紧致（广义的）旋转面. 

下面的习题是前述 Hopf 定理的证明概要，这条定理说 的是： 同胚于球面，且平均曲率为 
常数的正则曲面，必定是球面（参见注 2). Hopf 的主要思想在近代工作中已被反复应用.这 
道习题需要一些复变函数的基本事实， 

4. 设 L / CR 3 是 R 2 的连通开子集，并设 X : L / iS 是正则曲面 S 的等温参数表示（即 E = G ， 
F =0； 参见 4. 2). 令 u + iv =〈，（ u ， We 又 2 ， , 我们把 R 2 与复数平面 {:相重合. 〔称为 
对应于 X 的复 参数. 设 I C 是由下式定义的复值函数 

Hx) = = e 2^ — if = + ^2 

这里的 e , /, # 是 S 的第二基本形式的系数. 

a - 证明： Mainardi - Codazzi 方程（参见 4. 3) 用等温参数表示 X 可以写成 

(^) 0 +/. = EH ui (〒)-/« =~ EH v 

并推出 x ([；) cs 的平均曲率 H 为常数的充要条件是 Y 为（的解析函数（即 = 
( Mv =— (於2)“）. 

b . 定义“复导数” 

i = 丄 f 丄 — z . 丄、 

d ^ 2 \ d U d TJ ) 

并证明 = N c >, 这里， 例如； Q 的含义是复坐标的向量 

v _ ( 3 x 3 y d z\ 

c . 设 /: l / czc — VCZC 是由 + 给出的 1 对 1 复函数.证明：（ X ，： y ) 是 S 

上的等温参数（即 7 是 S 上的复参数），当且仅当/解析，并且/( ? )#0, 设7=入。厂 1 是 

对应的参数表示，并定义0( ? ) = -2<'， N v >. 证明： 在 X ( U ) riY (\0 上 

I 

W =兩)(鸯 f (*) 

d . 设 S 2 是 R 3 的单位球面 • 利用由极点 N =(0, 0， 1) 和 S =(0, 0，一1)出发的球极投影 
(参见2.2，习题16)，用两个（等温）复参数（与 ？ 的坐标邻域来覆盖 S 2 , 这是的（与 7 满足 
S ( S ) = 0, V ( N )= 0 , 并使得在这两坐标邻域的交集 W (球面去掉两个极点）上，假定 
在每个坐标邻域上，存在解析函数 〆 p ， 0( 7 )，使得 （*) 在 W 中成立 • 利用 Liouville 定理证 

明沪 （^)=0( 因而 4( jy )=0). 

e . 设 SCZR 3 是同胚于球面，且有常数平均曲率的正则 曲面. 假定有 S 到单位球面 S 2 上的 
共形微分同胚 p S — S 2 (这是 Riemann 面单值化定理的结果，在这里假定其成立）.设〖与$ 

是复参数，在 p 之下它们对应于在 d 中给出的 S 2 的参数^与 ？ .根据 a ， 函数#〖）=^£一 2/ 

是解析的.相类似的函数 4(0 也是解析的，但按 C ， 它们以 （*) 相关联 • 利用 d 证明 >(^)=0 
(因此， 0 ( 7 >= 0 ).结果是 S 由脐点构成，因而是球面.这就证明了 Hopf 的定理. 
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5.3 完备 曲面； Hopf-Rinow 定理 

除非另作说明，今后要考虑的所有曲面，都是正则且连通的. 

5.1 末尾所作的考察说明，为了得到整体性定理，除了连通性以外，我们需要某些整体性 
假定，以确保曲面作为正则曲面不能再进一步“延拓”.很清楚，紧致性就是为这一目的服务 
的.然而，更有用的是能有一个比紧致性弱，却又仍旧具有相同效果的假定条件.这就能使我 
们在比紧致性更一般的情况下寻求整体性定理. 

曲面不能再延拓这个概念的精确说法，由下列的定义给出. 

定义1设 s 是正则（连通）曲面 • 如果存在正则（连通）曲面 S , 使得 SczS 是真子集，则 S 
就称作是可延拓的 * 如果这种 S 不存在， S 就称作是不可延拓的. 

不幸的是不可延拓的曲面类太大了，以致无法得到有趣的结果.一个更合适的假定是 
定义2设 S 为正则曲面，对每一点 A 6 S ， 当 S 上由 p = y (0) 出发的任何参数测地线^ 
[0, S ， 都能延伸为定义在整个实直线 R 上的参数测地线 y : R — S 时， S 就称作是完 
备的. 

换言之，对每一点 peS ， 当映照 ex Pp: 7；(3)—5(见4.6)对一切1^6乃（5)都有定义时， 
S 是完备的. 

以后我们要证明（命题1)，所有的完备曲面都是不可延拓的，而且确实存在不完备也不可 
延拓的曲面（例 1). 因此，完备性的假定要比不可延拓性来得强*进而，我们将证明（命题5)， 
R 3 中的所有闭曲面都是完 备的； 也就是说，完备性的假定要比紧致性来得弱. 

本节的目的是，对完备曲面 S 上给定的两点/>， qeS ， 证明一定存在连接 p ， g 的极小测 
地线（即，它的长度不超过连接/>， g 的任何其他曲线的长 度）. 这个基本的结果，最初是由 

Hopf 与 Rinow 证明的 （H Hopf , W . Rinow , w Uber den Begriff der vollstandigen differential - 
geometrischen Flachen , M Comm . Math . Helv . 3(1931)，209 〜 225). 这条定理是完备曲面比不 
可延拓的曲面对微分几何更为适合的主要原因. 

现在我们来看一些 例子. 平面显然是完备曲面_去掉顶点的锥面是不完备的曲面，因为把 
母线（测地线)作充分延伸时，我们会遇到顶点，伹它不属于这张 曲面. 球面是完备曲面，因为 
它的参数测地线（其轨迹是球面上的大圆）对每一个实数值都能有定义.圆柱面也是完备曲面, 
因为它的测地线是圆周，直线和缧旋线，它们对一切实数值都是有定义的. 

另外，从完备曲面 S 去掉一点/>所得的曲面 s — 不是完备曲面 * 事实上， S 上会有 

通过的测地线 y . 在 y 上取/>的邻近点9(图5-3)，这时 S —{ p } 上就有一条参数测地线，它 

以 g 点出发， 但不能延伸通过/>点（这一论述的细节将在命题1中给 出）. 于是，去掉一点的球 
面和去掉一点的柱面都不是完备曲面. 

命题1完备曲面 S 是不可延拓的. 

证明用反证法，假定 S 是可延拓的.这就意味着存在正则（连通的）曲面 S ， 使得 SCS . 
因为 S 是正则曲面， S 是§中的开集， S 在 S 中的边界（见第5章附录，定义 4) i ^ S 非空； 否 
则 S = SU(S — S ) 就会是两个不相交的开集 S 与 S — S 之并，这与§的连通性（见第5章附录, 






整 体微分几何学 


239 


定义 10) 矛盾 • 因此， 有点 pGBdS ， 并因为 S 是 S 中的开集，所以 p 硭 S . 

设是/>在§中的邻域，使得 ▽中 每一点 g 都能由 S 中唯一的一条测地线与 p 相连 
(见 4 _6,命题 2). 由于所以有某个属于 S . 设^ [0， 1]— S 是 S 中的测地 
线，满足 h 0) = p ， y ( l )= g Q . 显然，由— O 给出的 a : [0, e ] — S 就是 S 中满足 
a (0) = 如的测地线，将其延拓到数直线 X 去，在 £ = 1 时就会通过/>点（图 5-4). 因为 />$ S , 
这条测地线不能延伸，于是就和完备性的假设相矛盾.证毕. 




如下例所示，命题1的逆是不成立的. 
例1当我们从单叶锥面 


z = V*r 2 + y » (x ，： y) € R 2 

去掉顶点 P 。 时，就得到正则曲面孓 S 不是完备曲面，因为无法使它的母线对弧长的所有 
均能延拓，而又不碰到顶点. # 

我们来证明 S 是不可延拓的，先假定有正则曲面 S 关 S ， 使得 SCS ， 然后导出矛盾 • 论证 
的方法是说明 S 在 S 中的边界缩为顶点化，并且存 在外在 S 中的邻域尿，使得 
S . 但是，这与锥面（包括顶点/>。）在外不是正则曲面（见 2. 2,例 5) 相矛盾. 

首先，我们看到，在 s 上由点 pes 出发的测地线中，不能对 
所有参数值延拓的仅有的测地线，是经过/>的子午线（母线 ）（ 见图 
5-5)* 这个事实，比如利用 Clairaut 关系（见4.4，例 5), 是容易 
看出的，因而留作习题（习题 2). 

现在设这里的 BJS 表示 S 在 S 中的边界(我们已在 
命题1中看到， BdS ^). 因为 S 是 S 中的开集， p ^ S . 设▽是 
P 在5中的邻域，使得 P 中每一点能由 S 在 P 中的唯一一条测地 
线与々相连接.因为 peBc / s ， 就有 gevns . 设7是 s 中连接户. 

与《的测地线.因为 s 是 s 中的开集， y 就在 g 的一个邻域中与§的一条测地线重合.设户。 
是 〒上 不属于 s 的第一点.按最初所作的考察， y 是子午线，并且久是 s 的顶点 • 进而有久 
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否则就会有/>的一邻域不含％.对这个邻域重复刚才的论证，我们会得到一个不同于户。 
的顶点，这是一个矛盾.由此推出 BciS 缩为顶点. 

再设兩是 h 在 S 中的邻域，使得尿中的任何两点能由 S 中的测地线相连接（见4.7,命 
题 1). 我们要证明 W —{/> D } C ： S . 事实上， y 中的点属于 S . 另一方面，不属于 y 或其延拓的 
点 re 尿，可以用一条异于7的测地线 a 与 y 上的点£相连接，(见图 5-6). 按前 
面的观察结果，《的每一点，特别是 r ， 属于 S . 最后， y 的延拓上的点，除了 />。，也属于 S ; 
否则的话，它们就要属于 S 的边界，后者我们已经证明仅由扒组成. 



这样一来，我们所说的结论就全部证毕 * 从而 S 是不可延拓的，我们得到了所要的例子. 
为了后面的内容，较合适的是引入 S 中两点间距离的概念，这一概念仅依赖于 S 的内蕴几 
何，与 S 在 R 3 中的浸入方式无关(参见 4. 2，注 1). 我们看到，因为 SCIR 3 , 可以把 S 中两点 

间的距离定义成这两点在 R 3 中的距离 * 但是，这个距离与第二基本形式有关，因而对本章的 
目的来说是不适宜的. 

我们需要一些预备知识. 

设 a: [a，&]—S 是数直线 R 中的闭区间 [ a ， 幻 CR 到曲面 S 的连续映照，如果1>， b ] 有 
由点=6给出的分割，使得《在0， r +1 ]，i = o， …，6上可微， 
就称《是连接 a(a) 和的分极可微参数曲线 ， a 的长度 /(a) 就定义为 

Ka) = +1 | a’ ⑴ | <* 

i*0 ^ l i 

命题 2正则（连通）曲面 S 上给出两点/>, g ， 必存在连接/>， g 的分段可微参数曲线. 

证明 因为 S 连通，所以有连续曲线 a: [>， 幻 —S ， 使得 = a (6)= g . 设沒[«， 

6], 并设/,是[>， 6] 中含 （的开 区间，使得落在 a U ) 的坐标邻域内.并集 U /,， tela , 
就覆盖了 [ a ， 6 ]，由紧致性，存在有限个 L ，…，仍旧覆盖了[〜 6]. 因此，能用点 a 二 

把 J 进行分解，使得 U ， C + I ] 含在某个/ ^ 内，）= 1，于是， 
a (6， ^ +1 )就落在 一 "个坐标邻域内. 
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因为/>==〆 &)与落在同一坐标邻域 X(U)CS 内，便可用一条可微曲线把它们连接起 
来，这条曲线就是 L/CR 2 中连接； TVaU)) 与； rw^)) 的可微曲线在 x 下的象.用这种方 
法，我们可用可微曲线把 aU ) 与连接起来，^=0，这便给出了连接/和 

的分段可微曲线，命题得证.证毕. 

现在设/>， ？es 是正则曲面 s 上的两点.我们用表示连接 p， g 的分段可微参数曲线， 
并用来表示它的长度.命题2说明，所有这种的集合是非空的.从而我们能给出下 
列的. 

定义3 由点 P6S 到点 (?es 的（内蕴）距离£/(/>， g) 定义为 

dip ^ q ) = inU ( a p . q ) 

这里的 inf 是对所有连接/>， g 的分段可微曲线上取的. 

命题 3上面定义的距离 d 有下列性质， 

1 . dip, q 、 =dXq ， p) •， 

2. dipy q )+ d ( q ， r )^ d ( p 9 r)； 

zap ， q )^0 ; 

4. 当且仅当/ > = g 时， dip ， q )=0. 

这里的 p，g，r 是 S 中的任意点. 

证明 性质 1 是立即可得的，因为每条满足 a(a) = />，a(6)=g 的参数曲线 

a：[a,6] - ♦ S 

导出了 一 '条由 a(Z)=a(a _ £ + 6) 定义的参数曲线 or : [a * 6]—S * 显然有 a(a )= g ，= 并 
且 ^( cxp .^) = Ka P , q )^ 

性质 2 可从这么一个事实 推出： 当 A，B 是实数集合且 AQB 时，则 infASinfB. 

性质3可由正数的下确界非负这个事实推得. 

现在我们来证明性质 4. 设取由 a (z) = p, 6] 给定的常值曲线《: [>, 6]— 

S， 我们就有 /(a>==0; 因此， dip ， iy)=0. 

为了证明 g )=0 蕴涵 p = 我们的方法如下.假定 d (/>， g ) = infK a ； ^)=0 而户參 
g . 设 V 是 P 在 S 中的邻域，满足并使 V 中的每一点均能用 V 中的唯一一条测地线与 
/>相连接 • 设氏 （/0 CV 是由含在 V 中的以/>为中心、 r 为半径的测地圆围成的区域，根据下 
确界的定义，给定 e >0, 0< eO , 存在连接/>， 9 的分段可微参数曲线 a: O , 6] — S , 使得 
KaKe . 因为 a ([ a ， 6 ])连通，且就存在点6]，使得 a (/ 0 ) 属于 B r (/0 的边界. 
由此推出 /( a )> r > e ， 得到矛盾，因此 ， p = q ， 本命题证毕. 

推论 I d ( p , r ) — d ( r 9 q ) \ q ) 

这只要能看到下列不等式就足够了 

dip ^ r ) ^ d ( piq ) cUq f r ) 
d ( r 9 q ) ^ d ( r 9 p ) + d ( p ^ q ) 

因此， 一 d(p 、 r) — d(r ， q)^ ： d(p 9 q) 

命题 4 若设点 A>eS， 则由 /( / >) = 3(^，p )， 给定的函数 /: S — R 在 S 上是连 
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续的. 

证明 我们必须说明，对每点 P 6 S ， 给定 e >0, 存在5>0,使得若 g ei 3“ p ) ns ， 这里 
的 B ,( P ) CZ '^ 是中以 A 为中心，々为半径的开球，就有 I /(/>) 一 /( g ) I =丨 d ( p 0 , p )- 

cl ( ^ q) ! <e- 

设， < e 能使指数映照 exp p: 7^( S )— S 在圆盘 B e ，（0) C 丁 〆 S ) 中是微分同胚，这里的 0 是 
T “ S ) 的原点，并令 exp (氏 （0)) 二 V . 显然， V 是 S 中的 开集； 因此，存在 R 3 中的开球 
B s ( p ) , 使得 nsczv % 这样一来，若 

I d(po , p) — d(po ,g) I ^ d(p^q) < e' < e 

也就完成了证明.证毕. 

注1具有初等拓扑知识的读者会注意到，命题3说明，函数1 SXS — 又给 S 以度量空 
间的结构，另一方面，作为度量空间的子集， SCR 3 具有诱导度量重要的事实是，这两种 
度量决定了同一个拓扑，也就是 S 中的同一开集族，这可由 ex Pp: iCI 丁 〆 S ) — S 是局部微分 
同胚的事实推得，其证明与命题4类似. 

结束了这些预备知识后，现在我们就能作如下的考察. 

命题 5闭曲面 SdR 3 是完备的. 

证明 设 y : [ 0 , e )— S 是 S 的参数测地线， y ( o ) = pes ， 不失一般性，我们可假定参数 
是弧长.需要证明的是可以把 y 延拓为定义在整条直线5上的测地线 h R — S . 首先注意， 
若 R &)， 〜 6 R ， 已确定，则根据测地线的存在和唯一性定理（4.4,命题5)，可以把^延拓 
到, V 。在 i 中的一个邻域上.因此， P 有定义的一切 seR 的集合是 R 中的开集.如果我们又能 
证明这个集合是（连通的） R 中闭集，^就一定能对整个 R 有定义，从而也可完成证明 # 

假定 7 对^< 60 有定义，我们来证明？对5 = >。也有定义.考虑序列且&<&， 

打=1，2,…， 

我们先证明序列 6( h )} 在 S 中收敛.事实上，给定 e >0， 存在《。，使得 n , m > ti 。 时， 
有 I 〜一、| < e . 用3表示 R 3 中的距离，并注意， 若 p , qeS , 则 3(/), q )^ d ( p , q ). 于是 

d(y(s n ) < d(y<is„) ,y(s m )) < | 5 n — | < e 

其中的第二个不等式，来自 d 的定义，以及 | 5„~5 m | 等于曲线^在\与％之间的弧长这样 
一个事实.这说明 G ( s „)} 是 W 中的 Cauchy 序列；因而，它收敛于点 R 3 (见第5章附录， 
命题 4). 因为9是 {/(〜）} 的极限点，而 S 又是闭集，所以 i 6 S ， 这便证明了我们的断言. 

现在设 W 和占是 4 . 7命题1给出的 9 的邻域和正数.设&„)，是满足 | 〜一、 | 
<5的两点，并设7是连接 〒(&) 并使 /( y )< S 的唯一测 地线. 显然， 〒与 y 重合，因为 
exp ^ U ) 在私 （0) 中是微分同胚，并且 exp ^ U ) (私 （0)) 二) W ， 所以 y 便把7延拓得超过了 g 
点.这样一来，7就在 a 上有定义，命题证毕. 

推论 紧致曲面是完备的. 

注 2命题5的逆并不成立.例如，在一条渐近于圆的平面曲线上作出的直柱面显然是完 
备的，但不是闭曲面（图 5-7). 

我们称连接两点 P ， q 6 S 的测地线 y 为极小测地线，如果它的长度 Ky ) 朱超过连接户 ， q 
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的任何分段正则曲线的长度（参见 4.7). 这件事等价于 /( y )=^( 卜 g )， 因为给定连接 A ， g 的 
分段可微曲线 a 后，我们可以找到一条连接 p ， g 的分段正则曲线，使它比《短（或至少不比《 
长）.后一结论的证明留作习题. 

注意，如下例所示，极小测地线不一定存在. 

设 s 2 — {户}为球面 s 2 去掉一点 pes 2 后所得的曲面.在过/>的子午线上取关于 P 对称， 
且充分接近 P 的两点 h 与我们看到，在曲面 S 2 — 上就不存在连接仏，仏的极小测地 
线（见图 5-8). 




另一方面，也可能有无限条连接曲面上两点的极小测地线，例如，在球面上取两个对径点 
就会发生这种 情形； 这时连接这两点的所有子午线都是极小测地线. 

本节的主要结果是，在完备曲面上，总存在连接两个已知点的极小测地线. 

定理 （ Hopf - Rinow ) 设 S 是完备曲面.給定两点户， g 6 S ， 总存在连接 p ， 的极小测 

地线. 

证明 g ) 是 P ， 9间的距离.设氏 （0) C 7；( S ) 是以切平面： T / S ) 的原点0为 
中心，5为半径的圆盘，它含在 （） 的一个邻域 LJCIT ^ S ) 内，在 L 7 中 exp , 是微分同胚.设 
JS ,(/>) = exp ,( B ,(0)). 注意，边界 BdB〆 幻-^是紧致的，因为它是紧集 Bdf ^(0) CZ 7%( S ) 的 

连续象. 

如果连续函数 dCr ， g ) 便在紧集2的一点心上达到最小值.此点％可以写成 

工。= exp〆 加），1 ^ | ~ 1, v ^ T P ( S ) 

设 y 是以弧长作参数的测地线，给为（见图 5-9) 



图 5-9 
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y(s) ^expp(sv) 

因为 S 完备， y 对一切,都有定义.特別地， y 在区间[0, r ] 上有定义.若我们能证明 
7( r ) = q , 则7必定是连接户，的极小测地线， &为 l (7)= r = d ( p ， q )， 这时证明也就完成/ 
为此，我们必须证明，若 r ], 则 

d(y(s) ,q) = r— s (1) 

因 = r 时， （1) 式就表示 y ( r )=~， 这正是所要的结果. . 

要证明等式（1)，我们先要说明它对 s = 3 是成立的.而集[心 r ]: 使得 （1) 式成 
立}显然是[0, r ] 中的闭集.其次我们说明，若且5。0,贝 y ( i ) 式对成立，这里的 
#>0为充分小的正数.由此推出八=[5, r ]， 从而也就证明了等式 （1). 

我们现在来证明等式 （1) 对 s = 5 成立.事实上，由于任一连接/>、 g 的曲线必与2相交， 
如果用: r 来表示2的任意点，我们就有 

dip.q) = inf/ ( aw ) = inf {inf/ ( a p ,j ) 十 in^(a， rw ) } 

a ^ a a 

= in{(d(p rJ ： )d(x jq)) — inf(^ + cl(x^q)) 

.tei j-er 

+ d(x Q ， q) 

因此， 

d(y(d) ,g) = r — S 

这就是 .v = 3 时的等式 （1). 

我们还要证明，若 （1) 式对5。6[仏 r ] 成立，则对充分小的/>0,它对&十 Y 也是成立的. 
设 BH 0) 是切平面 r yfv ( S ) 中的圆盘，它的中心是该切平面的原点 O , 并含在 ex Py(v 是微 
分同胚的邻域 C /' 中.设私 （ yU ))= exp ~ 臥 （0)，且 2' = Bd (私 （ y (. s 。））. 若玄，连续函 
数 c / C /，？) 就在文上达到最小值（见图 5-10). 这时，与前面一样， 

d(y(s 0 ) f q) = inf {d(y('S 0 ) ， : r ’）+ d{x\q )} 

=S’ + d(x f n ^q) 



因为等式 （1) 在 V 。成立， 

而且，由于 
从 (2) 我们得到 


我们就有 d (/ U )， q ): r — s 0 . 因此， 


c/(xq ， q) = r — .s 0 — ^ 

_ 

d( p ， x\、) ^ d(p 9 q) ~~ d(q^Xo) 
d ( p ， x ’ Q ) > r — (r — ) + y 二 s 0 + § f 


( 2 ) 


现在我们看到，由 p 经 y 到 y (. s 。）， 再由 yG 。） 经戌'（>^、'。））的一条测地线半径到/。的曲 
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线，它的长度恰好等于 知 + y . m 为 dip , 所以连接 p 和 X '。的这条曲线具有极 

小 长度. 由此可知（见4.6，命题 2) 这是条测地线，因而在其一切点上是正则的.所以，它应 
该与 y 重合； 因此， - r / 0 = y (. v + ( 5 / ). 于是，等式 （2) 可写为 

d ( y ( s 0 + S f ) 9 q ) = r ~ ( a ' 0 + ^) 

这就是 s = 时的等式 （1). 

这便证明了我们的断言，从而也完成了定理的证明.证毕. 

推论 1设 S 是完备曲面，则对所有点映照 exp p: : T P ( S )— S 是到 S 上的. 

推论1成立是因为若 代 S 互 d ( p ， g ) = r ，则 q = = exp p rv ,其中的 p = )^(0) 是连接/>、 g ， 
以弧长作参数的极小测地线 y 的切向量. 

推论2设 s 是完备曲面，且关于度量 d 是有界的（即存在 r > o , 对任何一对点 〆 q es ， 
敝 cap ， q )< r )• 那么， S 是紧致的， • 

证明 固定/ >6 S，s 为有界的事实说明，存在以 r 为半径，以切平面： r ^( s ) 的原点 o 为 
中心的闭球 BC ：7；( S ) 使得 exp ^ i ^^ exp / TVS )). 根据 exp # 是到上的事实，我们有 S = 
exp ^( T / S ))^ exp p ( B ). 因为 B 紧致， exp , 连续，我们便有 S 紧致的结论.证毕. 

今后，除非另外说明，用到度量概念时总是指定义3中的 距离义 例如，曲面 S 的直径 
P ( S )， 按定义是 


p ( S ) supd ( p ， q ) 

S 

用这个定义，单位球面 S 2 的直径 〆 S Z )=7 T . 


习题 


1.设 SCI 3 3 是完备曲面，并设 FCZS 是 S 的非空闭子集，使余集 S — F 连通. 证明 ： S — 
F 是不完备的正则曲面. 


2•设 S 是例1中的单叶锥面.证明：对给定点 S 中过 p ， 但不能对一切参数值进 
行延拓的仅有测地线，是 S 中过/>的子午线， 


3•设 S 是例1中的单叶锥面 • 利用 4.2 例3中的等距对应 证明： 任何两点 p ， (见图 5- 
11) 都能由 S 上的一条极小测地线相连接. 



图 5-11 
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4,正则曲面 SCR 3 上的点列{九}称为按 （内蕴）距离 d 收敛 于点 PoeS , 如果给定 e >0, 
存在指标％，使得时 c /( A , PoXe . 证明： S 中的点列 {/ O 按 d 收敛于 " eS 的充要 
条件是， {/>„} 作为7中的点列（即按欧氏距离）收敛于九. 

^ 5. 设 SCZR 3 为正则曲面， S 上的点列彳称作按（内蕴）距离 J 的 Cauchy 序列，如果给 

定£>0，存在指标使得当《，。时，就有/ >,„)<€. 证明： S 为完备曲面的充要 
条件是， S 上的每个 Cauchy 序列收敛 S 中的点. 

*6. 如果曲面 S 上的测地线 y : [0, m ) — S ， 对任何 sG [0， oo ), 都实现 y (0) 到八 . s ) 间 

的（内蕴)距离，则称 y 为从 y ( o ) 出发的射线.设/>是完备、非紧致曲面 s 上的任意点， 证明: 
s 上有从出发的一条射线. 

7. S 上的发 散曲线 是指可微映照 a : [0, oo )— s , 使得对每一个紧致子集 K 匚 S 有 aG (0, 
CX 3) 当时(即《 “离开”了 S 的每一个紧致子集）. 发散曲线的长度 定义为 

lim I a ( t ) I dt 

卜 ‘” J 0 

证明： Sd 为完备曲面的充要条件是每一条发散曲线的长度是无限的. 

*8. 设 S 与 S 都是正则曲面，并设…是微分同胚.假定 S 完备，且存在常数 r >0, 
使得对一切 P 6 S 和一切 x ； eT / S ) 有 

Ip(v) ^ cl ^ p ) id(p p (v )) 

这里的 J 和了分别表示 S 和 S 的第一基本形式. 证明： S 也是完备曲面. 

.设是（连通的）完备曲面， S 2 C = f 是连通曲面，并且 S 2 上的任何两点均能用 
唯一的测地线相连接. 设中: S 1 — S 2 是局部等距对应. 证明： p 是整体等距对应. 

10. 设 SOW 是完备曲面.固定单位向量 vd ， 并设 h S — R 是高度函数 = 
ip ， v )， pes . 回忆一下， a 的梯度是由下式定义的 s 上的（切）向量场 gra d / z ， 

_ 

< grad / i ( p )， vu) p = dh ^( zv ) 对一切 it ，6 T P ( S ) 

(参见2,5，习题 14). 设 a ( r ) 是 grad / i 的轨线；即 a (^) 是 S 上满足 c /( f ) = grad / i ( cr (0) 的 
曲线. 证明： 

a •对一切 S ，I grad / i ( p ) \ ^1. 

b . grad / z 的轨线 a (/) 对一切 / 6 R 均有定义. 

下面的习题，要用3.5,部分 B 的材料，以及复变函数的基本知识. 

11, ( asserman 引理）设 D ^ f ^ C ； |( | <1} 是复平面 C ： 中的单位圆盘.照例我们用 
+ b 来重合 C 〜 B 2 . 设 X : D ,— f 是极小曲面 ^(DdC S . 3 的等温参数表示.这意味着 

(参见3.5，部分 B ) 

{ X u jX u ) = < X t , , X y ) , ( X it , X , ) — 0 

以及（极小性条件） 

s 

+ X w — 0 

假定 X ( DJ 的单位法向量不取单位球面的一个邻域中的值.更清楚一些，即假定对某个 
向量 w 6 R 3 ， | u ； | =1，存在 e >0， 使得 
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(X u ,U)} 2 、 2 (X v ， XV) 2 2 / ^ >. 

I X u l 2 〆 ’ I X u | 2( } 

本习题的目标是证明 XCD,) 不是完备曲面.（这是在 3.5 末尾摘引的 Osserman 定理证明 
中的关键一步 . ） 方法 如下： 


. 定义少： D t 


为 


<p(ujv) = <p( p = <X U f zv) + i{X v fXv) 


证明：极小性条件蕴涵 f 是解析的， 


b . 定义士 D, 


为 


0( p 






根据 a ， 0 是解析函数 • 证明； 扒 0)=0, 且条件 （ *) 意味着 〆 （ p 关 0. 于是，在 0 的某邻 
域内， 0 有解析的反函数 er 1 . 利用 LicmviUe 定理 证明： F 1 不能解析延拓到整个 C 上 . 


根据 b ， 存在圆盘 


Dr = {jj ^ 


I 7丨<扪 


及点％ 


V ， I =R, 使得在 De 中解析，且不能解析延拓到如的任一邻域 


( 图 5.12), 设 L 是 £^ 中连接恥和 0 的 线段； 令 a = 0 _l a ) 并证 
明： X( a ) 的弧长 Z 是、 


r 

2<X ， X h >{( 


du 

dt 


2 



dt) 


dt 




{X u ,w) z + {X v ,vo) 2 I 


4 I <P^V I I d% I 


R 


<+ 



图 5-12 

利用习题 7 得出 X(D,) 不是完备曲面的结论 . 
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5.4 弧长的第一变分和第二 变分； Bonnet 定理 

•本节的目标是 证明： Gauss 曲率 K > S >0 的完备曲面 S 是紧致的 （ Bonnet 定理）. 

证明的关键点是 阐明： 若则连接任意两点 p ， g 6 S 的测地线 y ， 当其长度 Z ( y )> 

tt / V ^ 时，就不是极小测 地线； 也就是说，存在连接 p ， g 的参数曲线，它的长度小于 Ky ). 

一旦这点得到证明，可以推知，所有极小测地线的长度 从而 S 按距离 d 是有界 
的.因为 S 是完备曲面，所以它也是紧致的 （5.3, 推论 2). 附带指出，我们还得到 S 直径的 

一 种估计，也就是 jO ( SX 7 t / V ^ 

要证明上述这点，我们需要把参数曲线的弧长与“邻近曲线”的弧长作比较.为此，我们将 
引人一系列想法，这些想法在微分几何的其他问题中也是有用的.事实上，这些想法就是把变 
分学中的一些较一般的概念，修正得以适应微分几何的需要，这里并不要求事先有变分学的 
知识. 

在本节中 S 将表示正则（并不一定完备）曲面. 

首先，我们来把一条已知曲线的邻近曲线这个想法精确化. 

定义1设 a : [0, /]— S 是正则参数曲线，这里的参数 s 6[0, /] 是弧长， a 的变分是可 
微映照 [0， Z ] X (- e , e ) CS 2 — S , 使得 

h(s 9 0) = a(s) , s G [0 ， /] 

对每个 e ， e )， 由 = r ) 给出的曲线 [0，/]— S , 称作 / i 的一条变分曲线. 
如果 

h(0 ft) = a(0) 9 hil ― a( /) » / ( —— e ， e) 

变分就称为是正常的. 

在直观上， a 的变分是可微地依赖于参数 d 的一族曲线并 且心与 a 相一致 
(图 5-13), 正常的条件意味着所有曲线\有相同的起点《(0)和相同的终点 ail )• 
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为方便起见，采用下列的记法.： P 中由 

s — (a'^o ) 


t (s Q ft) 

给出的两条参数曲线经过点 a > = u ，/ 0 > e ： i 2 , 并以（1， o ) 和（0， 1) 作为（和，处的切向量. 
设 h [0, /] X (— e ， e ) 匚 1 R 2 —S 为可微映照，并设 A > e [0, /] X (— e ， e ). 这时， dh Po ( l , 0) 
是曲线 G ) 在的切向量， dh fio ( 0 , 1) 则是曲线 f — AU ， r ) 在的切向量.我 
们将记 

dh Po (1,0) = -™( p 0 ) 

dh Po (0,1) — - y ^(/? o ) 

回忆一下（参见 4.4 ， 定义 2) ，沿曲线的向量场 w 是一种对应关系，对每个给 

出向量它在 《 (?) 处与曲面 S 相切 • 于是， 3A/3,s 与是沿 a 的可微切向量场 . 

由此可知，《的变分 A 按下式决定了沿 ^ 的可微向量场 VG) 

% 

V(s) = ~^G ，0)， 5 G [0,/] 

o t 

V 称作 /I 的变分向 量场； 我们指出，若 A 是正常的变分，则 

V(0) = VU) = 0 

这个术语的合理性由下列命题给出 . 

命题 1 设 v(5) 是沿正则参数曲线 a: [0, s 的可微向量场，则存在 a 的变分 A : [0, 
/]X(— £ ， e)—S ， 使得 VG) 是;^的变分向量场 • 而且，若 v(o)=v(z) = o ， 则 /I 能选择得成 
为正常变分 . . 

证明我们先证明存在茂 >0, 使得当此 WS) 满足 I V 丨 时， exp 心 r 对一切 . 士 [ 0 , 
Z] 均有定义，事实上，对每点 pea([0, Z])CS ， 考察由 4.7 命题 1 给出的邻域 W p ( 其中一切 
点的法邻域）和数心 >0. 并集 UW ★便覆盖了 a ([0, /]) ，并且，根据紧致性，其中有有限个， 

P M 

比如说， W , ，…，仍旧覆盖了 a([0 ， /])• 取…，&)，这里的次是对应于 
邻域 W, 的数，〗 =1 ， … ，〜容易看出，这个 3 满足上述的条件 . 

现在， SM=max | V(5) | , s<S/M, 并定义 

^[ o.O 

h(s,t) = exp aU) tV(s), s ^ [0,Z], t G (—e ， e) 

A 显然是确有定 义的 - 而且，因为 

I 

exp a(4) /V(A> = 7(l*ff(5)^V(.0), 

亨中7是 4. 7定理1中的（可微）映照（即，对尽0与 VG )^0， y ( l , ads ), ， VG )) 是满足初始 

条件 y(0)= a (.s) ， /(0)=V( S ) 的测地线 7 ) ，所以是可微分的 • /i(.s ， 0)= a (.s) 可直接验证 , 
最后，&的变分向量场由下式给出 

-^-j(s y 0) = dhi S , 0 y (0 jl) = ^-(exp a(s) ;V(i) ) | (=0 

—^*7 (1 »a(5> ,?V(5)) \ t=0 
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= V(s) 


并且，由 A 的定义容易知道，若 V (0)= V ( O =0, 则 A 是正常变分.证毕. 

我们想把的弧长与&的弧长作比较.于是，我们来定义一个函数(- £ , e )— R ， 


LU) = 


V 


Jo 

d s 


ds , 


t G ( — e ， e) 


( 1 ) 


在 / 二 0 的一个邻域中研究 L , 就会告诉我们与 cr 邻近的曲线的“弧长的行为”. 

我们需要一些预备引理. 

引理1由 （1) 式定义的函数 L ， 在/ = 0的一个邻域中是可微 分的； 在这种邻域中， L 的 
导数可用积分号下求微分的方法得出. 

证明因为心 [0, /]-s 是以弧长为参数的，所以 


3 h 


d h , 、 



.(s ， 0) 

3 s 


d s 


根据[0, /] 的紧致性推出，存在5>0, 使得 

^ I 

尹0， -V G [0,/], 丨， | < *5 


因为非零可微函数的绝对值仍旧可微，所以 （1) 式中的被积函数对 | / | <5是可微分的.根据 
微积分学中的一条经典定理（见 R , C Buck , Advanced Calculus , 1965, p . 120), 我们有 L 在 
I t I <3 可微的结论，而且 

L f (t) = ch 

Jo d t a $ 

证毕. 

下面的引理2, 3 和4,有其自身的重要性. 

_ 

引理 2 设疋(/)是沿参数曲线 a : [>， 6 ]*- S 的可微向量场，并设/: [ a ，6]— R 是可微 
函数.那么 


呈 (/( 加⑴） =/ ⑴罢 + f 曲) 


证明 


切向分量) 


只要用到协变导数是通常导数的切向分量的事实， 


就有（这里的( 


) r 表示 （ ）的 


/當卜》 + / 穿 

证毕. 

引理3设 w (/)， 加 (/) 都是沿参数曲线《: [ a , 6 ]— S 的司■微向量场.这时有 

I 

差 〈。⑴ ， _)> =〈尝， uK ”〉+ 卜(0, 穿〉 

证明利用上面证明中的说明，我们得到 
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Dv 

It 




证毕. 

在开始下一条引理之前，为方便起见，引入下面的术语.设 M [0, /] X (-£, e )— s 是 
可微映照. 沿 A 的可微向量 场是可微映照 

V ：[0,/] X (- e , e ) — SCJR 3 

使得对每个(〃， oe [ o , /] x (- £ , £ ),有 r ) er / J ( ,^( s >. 它推广了沿参数曲线可微向量 

% 

场的定义（4.4，定义 2). 


例如，前面引入的向量场 （ 3 A /3 0和（ z ) 都是沿 A 的向量场. 

如果我们把 VG , A 限制到曲线5 =常数，/ =常数上，就得到沿曲线的向量场.这时，记 
号 z ) 的含意是 VG ，/) 在曲线 s = 常数上的限制于点（、， /) 处的协变导数. 

引理4设[0, i ] X (— e ， e ) CR 2 4 S 是可微映照 • 


则 


D 3 h 


3 s 3 


(5, 



D dh 

3 t 3 s 



t) 


证明设 X : L /— S 是 S 在点 / iG , z ) 附近的参数表示，参数是 M ， I ；，并设 A 在这个坐标 


系中的表达式为 


u = h](s ， t ) ， v = k 2 (s ， t) 


在这些条件下，当 G ，06/1—( XO /))= W 时，曲线 / iG ， r Q ) 可以表示成 


U = /l] <5,^0 ) , V = h 2 (s^to ) 

由于 （ 3 A / r ? A ) Go ， L ) 在5 =知处切于曲线 / lU ，&) ，我们就有 


dh 

~s 


(So “o )= 


3 hl Cs 0 ,to)X u + ,t 0 )X v 


3 s 


d 


按 Cv 。， G )6 W 的任意性，我们有结论 


dh 


h ， x ^dJi2 X 


d S 


d s 


这里，为了简化记法，已略去注明是点 n 的记号. 
类似地，有 


3 h 

Tt 


d h } 



x w + 


^ hz v 


现在，利用由01^5扣灯61符号打给出的协变导数的表示式（见4.4,等式 （1)> 计算协变导 

数便可得到所述的等式.例如，在两个导数中&的 
系数，给为 


3 2 h , 

3 s 3 t 


n , 


+ Fl 2 


d h, 

T7 

3 h 2 

T7 


dh x 


d . 

dh , 

17 


l + r\ 


+ rl 


2 


d hi 3 f%2 

d t d S 

d /i2 d ha 
3 t S s 
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的系数的等式也可用同样的方法证得，引理证毕. 

现在我们已能计算 L 在的一阶导数，从而得到 

命题 2 设[0， ljX (~ e , 是曲线 a : [0， S 的正常变分，并设 VG ) 二 （4/ 

30(、，0)， . sG [0, /] 是 h 的变分向量场，则 


1/(0) 




{ A ( s ') , V (,v)) ds 


其中， 


A ( s ) = ( D / cl s )( <) h / 3 s )( s , 0) 


证明若 〖属 于引理 1 给出的区间（一心幻，则 


L ，（ t ) 


•/ 
J 0 


d I 3 h 

Tt\lTs 


d h 
Y~s 


利用引理 3 和引理4,得到 


L '( t ) 


D 3h 

KT 7, 


d h 

3 s 


3_h 

~dTs 


ds = 


D dh 

cl h 

d $ 


d h 

ITs 


ds 


因为！ （ a / i / a x )(_ s ， o ) 


1，我们有 
i /(0) 


D 3 h ah 

3 s 3 t f 3 •、、 


ds 


这里的被积函数是在（.、，0)计值的，这一点为简化记号已被略去 


根据引理3, 


3 Idh 3 h 

^\ T 7 y ~t 


D d h 3 \ , / D h D d h 

JTJ1 ， T7/ + \T7 , TYJ1 


所以 


1 /( 0 ) 


7 d jdh 3h\ } _ ( ! j D dh 9h\ , 

a d s\Tl ， ITtl ds J, \T7*T7 , T7/ ds 


、 l i D dh d h\ 

. o VciVd s 9 ~Jli ds 


( 2 ) 


这里由于按变分是正常的事实， ( d h/ d 0(0, 0)^( d h/ d t)(l, 0)-0, 回忆一下 A ( a ) 与 
VG ) 的定义，我们就可把最后的一个表达式写成如下形式 


L ’（0) =— ( A ( s ), V ( s))ds 


证毕. 

注1向量 A ( a ) 称作曲线《的 加速度向量， 并且它的模长不是别的，正好是《的测地曲率 
的绝作 t 值.我们看到，〗/(0)仅仅依赖于变分向量场 VU )， 而与变分 A 本身无关，表达式 （2) 
通常称为曲线 a 的弧长的第 一变分公式 . 

注 2 A 为正常变分的条件，仅在证明的末了用来消除以下两项 


3 h 3 h 

ITs" T7 


u, o) 


^ k r 7 h 
d s ^ D t 


(0，0) 
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因此，若 A 不是正常变分，我们会得到与等式 （2) 类似的公式，它还含有这些附加的边界项. 

命题2的一个有趣的结论是，可以把测地线作为“变分问题”的解来描毕，讲得更精确一 
些，即 ' 

命题3设 [0, /]— S 是正则参数曲线，其中的参数, s 6[0, /] 是 a 的弧长.则 a 为测 
地线的充要条件是：对的任何正常的变分[0， /] X (-£, e )— S ， 有 l /(0)=0. 

证明 必要性是平凡的，因为测地线 a 的加速度向量 A (. s ) = ( D / <9 >)( 3 a / 3 .、•）恒等于零， 
所以，对所有正常的变分， z /( o )= o . 

现在假设1/(0)=0对《的每个正常变分成立，并考虑向量场 VG )=/(. v ) A (. s )， 这里的/: 
[0, /]— 丑是满足 /( s )>0, /(0) = /(/)=0的实可微函数， A (5) 是《的 如速度 向量.构造一 
个对应于 v (. o 的变分，我们就有 

L’(0)=— 「 (f(s)A(s) ,A(s))ds 

J 0 

=—/(^) I A (. v ) 1 2 ^ 0 

Jo 

由于 /(. S ) I A (. S -) I 2 >0，因此得到 

f(s) \ A (.0 1 2 = 0 

我们来证明上式可推出 A (. O = 0 ， s . e [ 0 ，/]• 事实上，若 I A (5。） I 乒 0 ，知€( 0 ， z ), 就 
存在区间 /=(〜一£，. Vo + e ), 使得 I AU ) I 关0对 J 成立 • 选择/(5。）>0的/，就有矛盾 
的结论 / U ) I A (〜） 丨 =()• 因此， | AG ) 丨=0对吒（0, Z ) 成立.再由连续性，就有所要的 

A (0)- A (/)-0. 

因为 a 的加速度向量现在恒等于零，所以《为测地线.证毕. 

今后，我们将只考虑以弧长为参数的测地线 y : [0，的正常 变分； 也就是我们总假 

定为了简化计算，我们将限于讨 论正交 变分； 即我们将假定变分向量场 VG ) 满足 

条件 < V ( .0， / (1 >)>=0，.^6[0, /]. 为了研究函数 L 在0点一个邻域中的性质，我们来计算 
1 /( 0 ). 

为此，我们需要一些阐明 Gauss 曲率与协变导数关系的引理. 

引理5设 X : U — S 是正则曲面 S 在点 々6 S 附近的一个参数表示，参数是《， V . 并设 
K 是 S 的 Gauss 曲率.则有 

证明 注意到协变导数是通常的导数在切平面中的分量，我们就有（见 4. 3) 

~x u = n+d 

o u • 

对上式应用协变导数的公式 （4_ 4，等式（1))，我们得到 

^(^ X 0 = {(r!lK+rl2ril 

通过类似的计算，我们可验证 
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D 


d U\ r) V 


X 


{(rl 2 ) u +r! 2 i1 2 }x H 

{{ r? 2 ) w + n ： r ! 2 + n 2 r? 2 }x 


V 


所以， 


D D - X ^^^- X u 


f) v <J u 


S U r) V 




{(r^).- crl 2 ) (< +rLr?,-r! 2 r? 2 }x tt 


2 

22 i h 


{(rhh — (r? 2 ) u 十 

r 2 ur\ 2 -r\ 2 r 2 ] 2 }x v 


现在，利用由 Christoffel 符号写出的曲率表达式 （4. 3，等式 （5) 和 （5 a ))， 就有结论 

° ° X u - ^ X U =- FKX U ^ EKX V 


<1 v D u 


d U d v 




K{{X u ,X a )X v - <X a ,X v )X u } = K(X U A X v ) A X tt 


证毕. 


引理 6 设 A : [0，/] X (— e ， e)—S 是可微映照， V ( 5 ， O ，（.、，/) G [0, /] X (— e ， e ) 是 


沿 /: 的可微向量场.那么 


D ° V-^-^V - K ( a ,/) 


dh . d h 


d t 3 S 


9 


d S 


A 


<9 


?)八 


V 


式中的 K (. S ’， r ) 是 S 在点 G ， O 的曲率. 

证明设 X («， V )是 S 在/ iG ， 0邻近的坐标系，并设 

. V(s 9 t) == a(s,t)X u ~h b(s^t)X v 

是 V (. S ， 在这个坐标系中的表达式.根据引理2,有 

^ V== -^-(aX u + bX v ) 


3 s 


d 5 


=a -?~X u +b -^X„4- ~X U + 


d s 


3 s 


d s 


d S 


V 


因此， 


D D v =a~^-X a +d~^X 


3 t 3 s 



dt els 
^ a D 


9 s St 


X 


dt ds 

3 b D x + 3 a D x 


ds dt 


dt ds 



db D X v + 4^-x u + 


dt ds 


d t 3 s 


d，td s 


通过类似的计算，便得 （ D / a A )( i >/ adv 的表示式，它可用交换上式中的. V 与〖的方法得 


出.由此得到 


^ ^ V— — —v 


r) t 3 S 


d s d 


a 


+ 6 ( 


D D v D D v 

9 s 9 t 

D D 


dt d $ 


D D 


(3) 


d t d S 


X 


V 


3 s d 


X 


V 


为了计算 （ D / r ^ KD / LOXu , 我们需要 A 在参数表示 x ( w ， W 中的表达式 


C 
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hi(s,t) t 




h 2 (s U) 


并记 


X e< ( w ， v) = X u (hj (s f t) 9 h 2 (s ， t)) = X n 


因为协变导数 （ D / ax ) X M 是通常的导数 WA / m 在切平面上的投影，我们有 


Lx u = 


rl S 


i Xli \r 


=X 


d /i, 

T 7 


x 


c) h 2 

1T7 




a h x D 




3 s 3 u 


x u 



d h 2 D 

d $ d v 


X 


这里，了表示向量到切平面上的投影 


用同一记号，可得 


D D 


JK 


3 h' D y , D h 2 

T7 T~u "T7 


D 


X 


^ 2 h } D d 2 h 2 D 

3 t3 s d u u 3 t3 s Sv u 


d h , 

T 7 


3 h 2 

d S 


. 3 h } D D x I 

~ JT ~3~U T~u u 

3 hi D D y , 

T7 ITu u 


d h 2 

d t 

d h z 

d t 


D _ D_ X 

d v cl u u 


D_ D y 
T^vT~u u 


类似地，我们得到 （ D /^ s )( D /3 0 x „， 它可用交换上式中 s 与/的方法得出.由此推出 




S s 


X 


u 


D D v __ 9 h z 

: A u = - 


d s d 


d $ 


3 h } / D 
d t \~^u 


d v 


x„. 


R_ D_ x 

Dv d u u 


t? h\ B h 2 I D D x 

d s d t w z; 3 u 


d S 


D_ D_ x 

3 u Ulr 


△[ H x “ 


D 

d U 


、-争 X „) 

u a v / 


其中， 


d h\ d h^i 


d t 


d h 2 3 h x 

3 s 3 t 


在最后一式中以代我们得到 


D_ 


d $ 


X v 


D ^ D^y 

3 s dt v 




D_ D x 

d V 3 u 


D_ D_ x 

3 u v 


把上面的表达式代入 （3), 并利用引理5,我们得到 


d ! 


V 


D_ _D 

~s T 


V =aAK(X u A XJ A X u +hAK(X u A X v ) A X 
— K(AX U A X v ) A (aX u + bX v ) 


另一方面，如在引理 4 的证明中所看到的， 


d h 

ITs 


3 方 , v , d h 2 


x u + 


3 s 


x v ， 


d h 

Yt 


a h x 


X u 


d h 


X 


因此， 


a s d t 




^X u A 
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所以， 


D D 


d t d S 


V - 




AV 


证毕. 

现在，我们已能计算 L "(0). 

命题4设 y : [0， 0— S 是以弧长 sG [0，/] 为参数的测地线， /*: [0， Z ] X (— e ， e)^S 
是 y 的正常正交变分.设 V (. s ) = ( 3； z /^ U ) G ，0) 是/^的变分向量场.那么 


L"(0) 


r( 

^V(.) 

J 0 \ 

d s 


-Kis) I V(.0 




这里的 K (. v ) 二 7 C ( s ，0) 是 S 在 y ( s ) =/ i (. s ，0) 的 Gauss 曲率 • 
证明如我们在命题 2 的证明中已看到的， 


z / u )= r 



对由引理1给出的区间（一5,幻中的 f 值成立.对上式微分，可得 



现在注意，对于 



{ dh / d s )( s , 0) I =1. 而且， 





D dh 

d S d S 



D dh 

d s 3 t 



因为 y 是测地线， （ D / a s )(3/ i / a s )=0 对成立，又因为变分是正交的，对£ = 0有 


因此可得 


努， 柴 H 


L 〃（ o) = 



D d h 

d S d t 


dh \ 

Jll 


ds 


式中的被积函数在 (>•, 0) 计值. 

现在我们来把 （5) 式中的被积函数变换成更方便的形式.首先看到 

d I D dh d h\i D D dh d h \ { i D d h D d h \ 

di \ d~s d t' ~dl!\d~t d S d t" d S d t" ~t~si 


(5) 


D D 3 h 3 h 


D D W d h 
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.ID D d h 3 h\ , D dh 2 

’ ~Jll ^ aYa t 

另一方面，由于 y 是测地线， （ D / hMa / z / adG ， 0)=0，所以纟 = o 时有 


dip Dh 

ds \ d t d t 


dj . 

d S 


D D 3 h d h 

d S d t d t ’ d S 


而且，利用引理 6 以及变分为正交的事实，我们得到（对£ = 0) 


D D dh 3 h 

3 t 3 S d t 9 r) s 


D D dh Dh 

d s 3 t 3 d s 


▽ f 、 //<?/i A ^ h\ A d h 3 h 

= K ( A ) (( T 7 A T 7 a T 7^ T 7 


— K(sH I V(5) I 




K I V(.s) I 


2 


把上面的值代入等式 （5)， 得到 


ah d h 

f) S $ f) S 


L /r (0) = r (-K(.S) i V(s) I 2 + 

J 0 V 


+( 早早 , ¥)(/, 0) 

\ 3 t d t d S I 


D_ 

d s 


V(s) )ds 


D dh dh 


i u dh 




3 s 


)( 0 , 0 ) 


« 

最后，因为变分是正常的， ( Bh/ dt)(0, t) = (dh/ dO(l 9 r )=0, 从而 


//( 0 ) 


i:( 


~s 


2 


V(s) -K I Vds) I 2 )ds 


证毕. 


注 3 U ) 式称为 y 弧长的第二变分公式 . 我们看到，它仅依赖于&的变分向量场，而与 
变分&本身无关_有时候，为方便起见，就用 LVO ) 的记法来指明这种依赖关系. 


注 4 把第二变分公式 (4) 作如下改写，常常是较有用的: 


1/'(0) 




"11( 


D 2 V 

ds 2 


+ KV, V ds 


(4 a ) 


注意到7(0)=7(/)=0，以及 




砮，畀 )+ 卜，祭 


等式 (4 a ) 可由等式 (4) 推得.这时 



DV DV 






ds ’ ds 


-k<v, v) )ds 


= V , 


DV 




ds 




D 2 V 

77^ 


+ KV, V ds 
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I ；(》-， 



els 


弧长的第二变分公式，是用来证明本节开头提到的 Bonnet 定理关键性一步的工具，即我 
们现在已可证明 

定理 （ Bonnet ) 设完备曲面 S 的 Gauss 曲率 K 满足条件 

K^ 8>0 

则 S 为紧致曲面，且 S 的直径^满足不等式 


p< 


4 B 


证明因为 S 是完备曲面，给定两点 /?， gG S » 根据 Hopf - Rinow 定理， 
g 的极小测地线我们将证明，这条测地线的长度/ = 0满足不等式 


存在 S 中连接/>， 




用反证法，先假定/>71/#，并考虑如下定义的测地线[0, s 的变分.设聊是 
丁 y ⑼ （S) 中满足 <•«；◦ ，〆（()）> =0的单位向量，并设 W(A )，[0 » /] 是 w 。 沿 y 的平行移动•显 
然会有 I | = 1 ,且 <tt 心，），/(•、)> = ()， .s 6[0, /]. 考虑 ft 下式定义的向量场 V(.s.) 


Vis) = te;(.s)sin 子 ；， s [0,/] 

t 

由于 V (0)= VU ) = 0, 并且 y ’（ s ” = 0 , 向量场便决定了 y 的一个正常的正交变 
分.根据命题4， 


Ly(0) 


r( 

—VU) 

J 0 \ 

3 S 


2 


K(s) I V ( A ) 1 2 )ds 


因为 w (. v ) 是平行向量场 


D_ 

d S 


v(5) = (f cos 7 


( s ') 


于是，因 />7 rA /^， 所以 K > C >7 C 2 " 2 , 我们就有 


Ly(O) 


& COS 2 于 .s — Ksin 2 〒、ds • 




COS 


2tc 


sds = 0 


所以，就存在使 L 〃 (0)<0 的 y 的一个变分.然而，因为 y 是极小测地线，它的长度应小 

于或等于任何连接 p ， g 曲线的长度.于是，对 y 的所有变分，我们应有 1/(0) = 0, 且 L 〃 (0) 
>0. 因此我们就得出一个矛盾，这便证明了所述的结论： 


/ = d(p,q) < n/ ^8 

因为以 />， 9)<7 r / V ^ 对 S 的任何 两点成 成立，所以 S 是有界的，且它的直径进 
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而，由于 S 完备且有界，所以 S 是紧致曲面.证毕. 

注5如果我们看一下以注4中 （4 a ) 的形式给出的第二变分，就能更好地理解为什么要在 
上面的证明中选取 V ⑴ = t ^( s ) s in (7 r // h 作为变分向量场.因为 K > tt 2 々 2 ， 所以 


_ 

L r ， v (0) ~ — 

% 




V | 2 ds 


〈 - ‘„( v ， ^ +? F v ) ds 

现在就容易猜到，前面的 v (. s ) 便使最后一个被积函数 为零； 因此， LUoxo . 

注 6假定不能减弱为 K >0. 事实上，抛物面 

• « 

{ G R 3 ; z ~ x 2 -\~ y 2 } 

的 Gauss ， 曲率 K >0, 而且它是完备的，但并不 紧致. 注意，当点（ I ，与原点(0, 0) 的 
距离变得任意大时，拋物面的曲率趋于零（参见下面的注8)， 

. 注7 Bonnet 定理中给出的直径估计是最好的可能估计，这可用单位球面为例 
来说明 ： K = l , 而^^化 

注8上述定理的最初证明，是由 C ). Bonnet 得到的 ， “Surquelques proprietes des Hgnes 
geodesiques ^ W C . R * Ac . Sc * Paris XL ( 1850 ) > 1331，以及 “ Note sur les Hgnes geodesiques 9 99 

ibidXIJ (1851), 32. 对该定理利用完备曲面来归纳，可在上节所引的 Hopf - Rinow 的一篇文 

章中找到*其实， K 有正下界的条件并不是必要的，只要它趋于零时不要太快就足够了.见 
E * CalabU “On Ricci Curvature and Geodesics ，” Duke Math . J . 34 ( 1967 ) , 667 ~ 676; 或者 
R . Schneider，“Konvexe Flachen mit langsam abnehmender Krlimmung，’’Archiv der Math . 23 
(1972). 650 〜 654( 也可参见下面的习题 2). 


习题 


1. Bonnet 定理的逆是否 成立； 即，若 S 紧致，且葺径^<以居，是否有 K 彡的 


2. ( Kazdan-Warner 的注. 参见 5‘10， 习题 10) 设 S = U = /(: r ， y ) ; (: r ， y ) eR 2 } 是完 


备非紧致的正则曲面.证明 

lim ( inf K ( x , y )) ^ 0 

一 iW 

3. a . 不假定变分为正常，导出弧长的第一变分公式. 
b . 设 S 是完备曲面 • 设 y ( d ， 是 S 上的测地线，并设 
c / G ) 是 y (. s ) 到不在 y 轨迹上的点 的距离 d ( y ( s ), />). 证 

明：存在点 . s 。 6:1，使得对一切成立，并且存 
在连接/>和7(和）的测地线厂，它和 y 正交（图 5-14). 

C . 进一步假定 S 同胚于平面，且 Gauss 曲率 K <0. 

证明：知 （ 因此， _ r ) 是唯一'的. 

4 - (变 分法. ） 测地线是解变分问题的特殊情形，在这道习题 



中，我们将扼要地讨论一个虽然简单，却非常有代表意义的变分 
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问题.在下一道习题中，将对这里提出的思想作出一些应用. 

设 y = 是平面中的可微曲线，并设 J 的一个变分由可微映照> = 

jy ( jr ， /)， e ， e ) 给出 • 这里， y ( x , 0) = 〆 ：?：）对一切 ： r € [ x ! ， x 2 ] 成立，而且： y ( x 19 r ) 

= 〆 々）， 3；(々， /)= 〆 &) 对一切 f 6(— e ， e ) 成立（即变分的端点是固定的）.考虑积分 • 

I 

C r 2 , 

I(t) = F(x,y(x^t) ix ^t))dx ^ t G (—e ， e) 

J 

其中， Fix , y , : /) 是三个变量的可微函数，且 y =3 ya ： r . 寻找 K ?) 的临界点的问题， 
就称作关于被积函数 F 的变分问题. 

a . 假定曲线 y = 3 ^* r ) 是 KO 的临界点（即，^ = 0时 t /// c ^ = 0). 利用分部积分法得到 = 
dl/dt) 

= r 

d t 

然后，利用边界条件，有 

这里的广（ O ). (函数々对应于: yU ，？） 的变分向量场）. 

_ 

b . 证明：若 7(0) =0对端点固定的一切变分（即对 （* ) 中满足的 — 切 y ) 
都成立，则 



F 厂私 = 0 



等式 （* * ) 称作关于被积函数 F 的变分问题的 Euler-Lagrange 方程， 

c . 证明： 若 F 不显含变量 x ， B(1 F ^ F ( y 9 3 /)，这时，对 /FV — F 微分，并利用 （* *), 
则可得到 


yF y — F .= 常数 

5•(变 分法； 一些应用） 

a ■(面积为最小的旋转面）_设 S 是绕 x 轴旋转曲线3；=/(^)，, 1 2 ]得到的旋转面. 
假设在所有由连接（^， /( xj ) 和（: r 2 ， /(々））的曲线生成的旋转面中， S 具有最小面积•于 
是，对一切使端点 3^(4 ) ，： y ( x 2 ) 固定的 jy 的变分 ； y (: r ， £) ，^^/(工)使积分 

p"2 __ 

I(t) — y^/\ - {- (3O 2 dx 

Js \ 

达极小 值 （ 参见 2 _ 5 ， 习题 11)_ 根据习题 4 的 6 ， Fdy , :/ ) = y X VT + ( y ) 2 满足 Euler - 
Lagrange 方程 （* * )• 利用习题4的 c 得到 


yF y ^ — F 


y 


Vi + (/) 2 


C 


c 


常数 


因此， 
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y = — cosh(cx + q ) ， Ci = 常数 

r 

结 论是： 如果存在以最小面积连接两个已知平行圆周的正则旋转面，那么这个曲面是以这 
两已知圆周为纬线的悬链面. 
b . (旋转面的测地线 .） 设 

X ( u ， v ) = ( f ( v ) cosw , /( v ) sinw 9 g ( v )) 

是旋转面 S 的参数表示.设 《 = W ( r ) 是 S 的测地线方程，它既不是平行环，也不是子午 
线.这时， 《 = 是弧长积分 （ F =0) 

; yEUr+Gdv, 盒 

的临界点.因为£ = / 2 , G={fy + {g )\ 我们看到，这个变分问题的 Euler-Lagrange 
方程是 , 

Fa ~^ Fu， = 0, F = %// 2 < u / ) 2 + (/) 2 + (/) 2 

注意， F 不依赖于 w . 从而， ( d / dv ) Ft / = 0，致 

=常数 ： PV = U ， J Z - 

由此得到下列的测地线的方程（参见 4.4, 例 5): 

— r 1 Vcfy + (，） 2 , ■也料 

u — C —— 尸—^2-也+常数 

5.5 Jacobi 场和共轭点 

在这一节，我们将探讨用以证明 Bonnet 定理的变分技巧的某些细节. 

我们感兴趣的是获得有关给定测地线 y 邻近测地线的行为的信息.自然的做法是去考察满 

I 

足进一步条件的 y 的种种变分，即使变分曲线本身也是测 地线. 这种变分的变分向量场，就给 
出了测地线在 y 邻近分布得疏密程度的概念. 

为了使叙述变得简单，假定曲面是完备的.然而，作进一步研究的话，这一假定可以去 
掉-记号 y : [0, /]— S 总表示完备曲面 S 上以弧长为参数的测地线. 

定义1设 y : [0， /]— S 是 S 上的参数测地线，并设心 [0, /] X (— e , e )~- S 是 y 的变 
分，使得对每个 / G (— e ， e )， 曲线 se [0 9 Z ] 也是参数测地线（但并不一定以 
弧长为参数) • 变分向量场 （3/ i/a r ) G ，0)= JG ) 称作沿 y 的 J aco bi 场. 

Jacobi 场的平凡例子，可由测地线 y 的切向量场 /( d ， se [0 y f ] 给出.事实上，取 
0=^ y(s + i ) 9 我们有 

J ( a ) = =字 

9 t ds ^ 

我们特别感兴趣的，是研究 y : [0, /]— S 邻近，也从 y ( o ) 出发的测地线的行为 • 于是， 
我们将考虑满足条件 A (0，^)- y ( O ), — e ) 的这种变分 h [0， /] X (— e ，€) — S _ 因 

此，对应的 Jacobi 场满足条件 J (0)=0( 见图 5-15), 



262 


第 5 章 



在给出一个非平凡的 Jacobi 场例子以前，我们来证明，这种场可用解析条件来描述. 

命题1设 J (. s ) 是沿 y : [0， /]— S , . se [0, G 的 Jacobi 场.则 J 满足所谓的： [ acobi 方程 

— ^-Jis)+K(s')(y(s) A /(a)) A 〆(.、■)= 0 (1) 

as as 

这里的 KG ) 是 S 在 y ( 5 ) 处的 Gauss 曲率. 

证明根据 J(.0 的定义，存在 y 的变分 

/ i :[0，/] X ( — e ， e ) - ► S 

使得 （ 3 / i /0)=；(. v ), 且 / i , G ) 对一切 K (— e , e ) 都是测 地线. 由此可知 （ D / hKa / i / 
3s)(s, t) = 0. 所以， 

* 

：^(s ， t) = 0 ， ( 5 ?/) ^ [0,13 X ( — e ， e) 

aids as 

另一方面，利用 5. 4 的引理6，我们有 

D D dh D D dh 

d t d S d S 9 S ^ t ct s 

+ 队“)(1! 八 佘) 八 髮=。 

由于 W/ <i tU 3 h/ d s 、= iD/ d s)( d h/ d f) ， 对/ =0，我们就得出 

(^) + KC-vX/^a) a i(*v)) A y(s) = 0 

证毕. 

为了能从命题 1 推出一些结果，先把 Jacobi 方程 （1) 写成更熟悉的 形式. 为此，设6 (0)和 

h ( o ) 是切平面 r _( s ) 中的单位正交向量， 并设〜 (5) 和6(5)分别是6(0)和&(0)沿 7 0)的平 
行移动. 

假定 J (5) = ai ( 5)^1 ( 5 ) + a 2 (, v ) e 2 (. v ) 

这里的 a 】（. v )， a ? Cv ) 是某些函数 • 这时，利用上节的引理2,并为简化记号略去 s ， 我们得到 

= + < x ? e t 
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由此可知，方程 （1) 可写作 

• ♦ 

a 1 + K (an ci\ + a 。 “2 ) = 0 

,, ( la ) 

+ /C CcXl2^\ 0^22^2 ) = 0 

式中出现的一切元素都是 . s 的函数.注意， （ U ) 是线性二阶 k 分方程组.这种方程组的解 (^ G ), 
a 2 ( s ))= J ( s )， 对所有的 s €[0, /] 均有定义，并构成一个向量空间.而且， （ U ) (或 （1)) 的解 
J (.、) 完全由初始条件 J (0)， （ DJ/h)(0) 决定，因而解空间的维数是 2 X 2 = 4. 


我们能 证明： 沿测地线 y: [0, /]~*S 满足方程 （1) 的每一个向量场 /G)， 事实上是 Jacobi 
场.由于我们仅对满足条件 J(0)=0 的〗 acobi 场感兴趣，所以我们将仅对这一特殊情形来证明 
该命题. 


我们将采用下面的 记法. 设 T ,( S )， 是 S 在 p 点的切平面，用（丁，5)八表示看作 R 3 
中一张曲面的： T/S) 在 v 处的切空间，因为 exp,: T/S)—S， 所以 


c/(exp p ) v ： (T p (S)) t; T exp ^ (xr) (S) 

我们还频繁地使用有些混清的如下 记法： 若 V ， 

加6 丁 〆 S )， 则切还 表示由切出发，经平移向量 v 

后所得的 （7^( S )) V 中的向量（见图 5-16). 这也等 
价于用平移向量 v 的方法，把空间 T A ( S ) 与 
(乃（5))。相重合. 

引理1设 />6 S , 取 w 比 eT / s )， 使 U j 
=1. 设 [0, /]— S 是 S 上由下式给出的测地线 

y ( s ) = expf ^ isv ) , 5 ^ [0，Z] 

那么，由 JXs ) = . s .( de ? cp p ) w ( u^) ，56 [0, Z ] 给出的 

沿 y 的向量场 /( a ) 是 Jacobi 场.而且，/(0) = 0, 
( DJ / ds ) (0) =% v . 

证明设 u (/)，( — £, e ) 是 T P ( S ) 中满 

足幻(0) = 1；， W 山 ）（0)= W 的参数曲线.（注意， 

如上所述，我们已在混淆含意不同的记号了 .） 定义 
(见图 5-17) 



h(s ， t) = exp ，（ ,st ； (f)) ，， e (― e ， e )， 5 6 [0，/] 


图 5-1& 
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y 



图 5-17 


映照 A 显然是可微的，并且，曲线【）全是测地线 A ^ exp ,( TO U )). 因此， 
h 的变分向量场是沿 y 的 Jacobi 场. 

为了计算变分向量场 （ a / t / ar ) b ， 0)，我们看到，了〃（5)中的曲线5 =知，由 / — 
• SowQ ) 给出，并且这条曲线在/ = 0点的切向量是 


dv /ri , 

s ° di i0) 


S 0 w 


由此可知， 0) ==( c / exp p ) w (5 Tt ；) = A (< iexpp ) aiJ ( tt ;) 

因此，向量场 /( d ' sWexppk (比)是 Jacobi 场* J (0) = 0 是立即可得的 • 为了验证这引理的 
最后一个结论，我们来计算上式的协变导数(参见 5. 4,引理2)，得到 


因而，在5 = 0时 


证毕. 


D _ 

r? 5 


s(dexp p ) sv (w) 


= idexp^^ixv) + s 


3 s 


(dexp^^ixv) 


Dl 

d S 


( 0 )= 


(dexp p ) 0 (zv) = w 


命题 2 设 J (. s ) 是沿 y : [0, /]- S , 4[0, /] 的可微向 量场… 它满足 Jacobi 方程 （1), 且 
7(0) =0,则 *7(5) 是沿 y 的 Jacobi 场， 

证明设 it ；=( D / Mv )(0)， 且 ！； = /({))• 根据引理 1，存在 Jacobi 场 〆 c / ex P ,) w ( u ；) = 
7 G )，. v - e [ o , /], 它满足 


7(0) = 0, 



(0) = u ， 


这时，/与了就是满足方程组（1)，且满足同样初始条件的两个向量场. 


根据唯一性，/(5)= 
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J (. v )，. s6 [0, /]； 因此 ， J 是 Jacobi 场.证毕. 


现在，我们已能给出非平凡的 Jacobi 场的例子. 

例设 S 2 = {(： r ， 3；， z ) e ! R 3 ; o* 2 +y +/ = 1}是单位 

球面， X(d ， p ) 是在点 P 6 S 附近，由余纬度0和经度史给 
出的参数表示（见2.2，例 1). 考察在平行环 0= jt /2 上， 
和 = tt /2 和… =3 tt /2 之间的一段弧 • 这段弧是测地线 y , 我 
们假定以^一外 =, v 为参数把它表示出来.设 wU ) 是满足 

I 如(0) | 和 < xt <0)， /(0)>=0的 向量加 (0) GT _( S )， 沿 

7的平行移动.我们来 证明： 向量场（见图 5-18) 

/(，)■= (sin.v)tt;(.v) , 5 ^ [ 0 , 兀 ] 

是沿 y 的 Jacobi 场， 



图 5-18 球面上的 Jacobi 场 


事实上，因为/(0)=0,所以只要验证 J 满足方程 （1). 利用 K = 1 和⑴是平行向量场的 
事实，我们相继得到 


= (COS5)*W ； (5) 


DDI 

ds ds 


=( — sins}xv(s) 


^ + K(y / A J) A y / = (~^ sim)w(s) + (sins)xv^s) = 0 

这就说明 / 是 Jacobi 场. 注意，这时还有 J ( 7r )== 0 . 

苹义2设 y : [0, /]— S 是 S 上满足 y (0) = /> 的测地线 .设点 g = y ( s 。）， 5 。€[0, Z ], 如 

果存在不恒等于零的沿 y 的 Jacobi 场 J ( s ) ，使得 J (0) = J ( a 。） =0，就称点 g 关于测地线 y 与夕 
共轭. 

在上例中我们已看到，给出单位球面 s 2 上的一点 pes 2 , 它 

的对径点沿从/>出发的任何测地线，都是与/>共轭的.但是，球 

面的例子并不具有典型性_ 一般说来，在曲面 S 上给定一点/>， 

它的“第一个”共轭点 g ， 是随 经过々 的测地线的方向改变而变化 

的，因而描出一条参数曲线_这种曲线的轨迹，称作 p 的共扼轨 
迹，并记作 C (/0. 

图 5 - I 9 以椭球面为例说明了这种情况，它具有典型意义•由 
P 出发的这些测地线是以如下的方式与 C ( p ) 相切 的：当 y 邻近的 
测地线7趋近于 y 时，？与 y 的交点就趋近于/>关于 y 的共轭点 
g . 这一情形用经典的术语曾表 示为： 共轭点是两条“无限接近的” 

测地线的交点_ 图 5-19 椭球 面的共 轭轨迹 

注1在球面 S 2 中，每一点 pes 2 的共轭轨迹退化为单独一 

点 （/> 的对径点），这个事实是例外情况.实际上可以证明，球面是仅有的这种曲面（参见 
L . Green ，** Aufwiedersehenflache . ’’ Ann . Math , 78(1963) , 289 〜 300). 
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注 2 —般橢球面的共辄轨迹，已由 A ， Braunmiihl 确定，“ Geodatisohe Linien auf 
dreiachsigen Flachen zweiten Grades ? 99 Math . Ann . 20 ( 1882 ) ， 557 〜 586. 也可比较 
H . Mangoldt ， “ Geodatische Linien auf positiv gekrummten Flachen ，” Crelles Journ . 91 

(1881)， 23 〜 52. 

沿 y : [0, /]— S 的 Jacobi 场 / 有一个有用的 性质： 当 /(0)= J ( O =0 时，对一切 /] 有 

(J ( s ) ， y’G) > = 0 

事 实上， 这是下列 Jacobi 场性质的推论. 

命题3 设丄 （5) 和 J 2 (. s ) 是沿 y : [0， /]— S ， 5^[0, /] 的 Jacobi 场.则 

〈訾，“)，罢 卜常数 

证明 只 要对所 述等式 的左端微分，并利用命题 1( 为太便 起见，已略去 S ): 

m h )-( ^ 7 )} 

n 朴，歡 . 

+{平， 別- d ， 別 

= - K {<(/ A 7,) A /, J 2 )-<(/ AJ 2 ) A /, J ,)}=0 

证毕. 

命题 4 设沿 [0，/]— S 的 Jacobi 场 /(.0 满足 

(J ( ^\ ) lY ( 1 ) ) — ( A'2 ) ， y ( S2 ) 〉 = 0 ， 5 i y$2 ^ Co ， Z ] ， S ] S2 r 

则对一切 s 6[0, /]， 都有 

( Jis ) ’ y ’（ A ) )=0 

证明 在上一命题中，取 = J 2 G ) = y'(5)( 它也是 Jacobi 场），我们得到 


• 

(3,细卜常数一 

因此， 

y ( s )> - ( j ， yU)〉=A 

所以 

( J ( s ) ， y ( s ) > 


这里的 b 是常数 • 因为线性表达式 as + b 对〜， 52 e [ o , Z ], 是零，所以它就恒等 
于零. 

推论设/(.*0是沿 y : [0， /] — S 的 Jacobi 场，满足条件 J (0) = / ( Z ) = 0. 则 </ G )， 
y (» v )) = 0, .v G [ 0，/ ] • 

现在，我们来说明，共轭点可用指数映照的行为来描述 • 回忆一下，当… s ,— s 2 是正则 
曲面 s , 到正则曲面 s 2 的可微映照时， 点 pes ' 称作 p 的临界点，如果线性映照 

dcp pi T p (S'、— t^ p as 2 ) 

是奇异的，也就是，存在 v #0, 使得 =0. 
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命题5设/?，是 S 上的两点，并设 y : [0， /] — S 是连接户= y (0 ) ， g = exp “ Zy ' 
(0)) 的测地线.则 g 为 p 关于 y 的共轭点的充要条件是 p = 为 exp ,: T P ( S ) — S 的临 
界点. 

证明在引理1中已看到，对每个 w 6 T ,( S ) (已将它与（丁 〆 S )\ 相重合），有沿 y 的 
Jacobi 场 /( a ) ，它满足 


J (0) = 0 


W 

ds 


( 0 ) 


并且 ja )= l {( dexp p ) v ( xv )} 

若 7^( S ) 是 exp ， 的临界点，就存在 (7^( S )) V ， wi^Oy 使得 （ rfexpjdw) =0 •这 
蕴涵上面的向量场 JG ) 不恒等于零，并满足 J (0) = J (/)= o ; 也就是说， y ( Z ) 关于 y 与 y ( o ) 共 
轭. 

1 • 

反过来，若9= 〆 /)关于 y 与 p = y ( o ) 共轭，就存在满足 J (0)=7( z )=0, 且不恒等于零的 
Jacobi 场 7( a ). 记 （ D7/^)(0)=tt^0. 如上，用 加 构造 ~ 个 Jacobi 场 J ( s ) ，根据唯一性，我 
们就有由于 ， 

JU ) — l { ( dexp p ) v ivu )} = J ( l ) = 0 

我们就有 Wexp p ) t ( t £ j )=0， tx ^ O 的结论_所以 u 是 exp A 的临界点.证毕. 

Jacobi 场的方程 （1) 含有 S 的 Gauss 曲率 K 这件事说明，由点 S 出发的测地线的“散 

布”情况，与 SJ ; 的曲率分布是紧密相关的（参见 4. 6,注 2) .大家知道，由点 />6 S 出发的 

两条相邻的测地线，最初是相分 离的. 在球面或椭球面的情形 （ K>5>0 )， 它们又相互接 

近，并分別与共轭轨迹 C (/>) 相切. 在平面的情形，它们就再也不靠近.下面的定理说明， 

平面情形的“无穷小说法”，在负曲率或零曲率曲面上，同样要发生（见本定理证明后面的注 
3 )， 


定理假定曲面 S 的 Gauss 曲率 K 满足条件 K <0. 则对 每一点 f 的共轭轨迹是 


空集.简言之，曲率的曲面没有共轭点. 

/ 


证明设 /^ S ， 且设 y : [0, /]— S 是 S 中满足 y (0)-^ 的测地线.假定有满足 J (0) = 
J ⑺=0 ,且不恒等于零的 Jacobi 场 JG )， 我们将证明这会导出矛盾. 

事实上，因为 J ⑴是 Jacobi 场，且 J (0)= J ( Z ) = 0, 根据命题4的推论，我们就有 < J ( S ), 


/(^)>=0, 56 [0, /], 所以， 


DDI 

ds ds 


+ KJ = 0 


最后 一 式是由于 K ^0. 
由此可知 


DDJ 

ds ds 



= - K { J f ；»0 


^(Dl 

ds \ ds 


DDJ 


J ) = (ds ds 



DJ 

ds 


)>0 
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所以，函数 〈 DJ / 山， J 〉 在区间[0, /] 上不 递减. 但因为这函数在 s = 0 和5 = /时为零，所以我 
们推得 

(髮 ， J ⑴〉 = 0 ， 4[ 0 ，0 

最后，注意到 

£a ， j)=o 

我们就有 I /丨 2 =常数. 由于只 0)=0 ,所以 | Us ) | =0对一切 s6 [0, /] 成立；也就是说， 
J 在[0, 中恒等于零.这是一个矛盾. • 

证毕， 

注3这条定理并没有说从已知点出发的两条测地线一定不再相交.实际上，这是不对 

f 

的，这可用曲率为零的柱面上的闭测地线来说明.即使我们只考虑从已知点沿“邻近方向”出发 
的测地线，这种说法仍然不成立.这只要考察柱面的一条子午线就足够了，我们看到，其方向 
与该子午线的方向邻近的那些嫘旋线，与这条子午线是重新相交的.命题所叙述的是这么一回 
事：当两条“邻近的”测地线相互趋近时，它们的交点趋于“无穷远处”（柱面+发生的正是这种 
情况）.利用经典的术语，我们可 以说： 两条“无限接近的”测地线决不再相就这种意义上 
说，本定理是平面上情况的无穷小说法. 

下面的推论是命题5,上面的定理以及反函数定理的直接结果. 

推论假定 S 的 Gauss 曲率.则对每一点 peS ， 映照 

exp / ，: T P ( S ) ^ S 

是局部微分同胚. ^ 

以后我们要用到下面的引理，它推广了如下的 事实： 在夕点的法邻域中，测地圆与径向测 
地线正交（见 4. 6 的命题3和注 1) 

引理 2( G a uss ) 设户 6 S 是（完备）曲面 S 上的一点，并设 u ^( T p ( S )) h ， 

那么 


= < (Jexp / ,) u («) , {dexp p ) u (7ju)) 

这里，我们已利用了 i 合丁〆 s) 〜 （ t p ( s )) b . 

证明设/= I W 丨， i /= m / | W i ，并设 y: [0， /]—S 是 S 上由 

y (. s ) = exp ^( sv ) , s 6 [0, Z ] 

给出的测地线 • 这时，/(0)=认而且，如果考虑丁 〆 S ) 中的曲线:仰，它在 5 = Z 时经过 M ， 
并以 t ; 为切向量(见图5-20)，我们得到 


y \ l ) 


—( exp ^ si ;) 


= ( d ^ xp fi ) u ( v ) 


现在考虑由 J (0)=0，（ DJ 7 心)（0)=比给出的沿 y 的 Jacobi 场 J (参见引理1)，这时，由 
于 y ( A ) 为测地线， 


£</(.、•)， J ( s )) 




〆 ⑴， 
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exp p 


(dcxpp) u (w) 


(dtxpp)u(v) 


图 5-20 


并且，因为 J 是 Jacobi 场，所以 



/(• s )， 


01 

ds 


y is ) , ^-^)=0 

uS 


由此可知， 


d iy is ) , = ( y ’（ s ) ， 常数 cC 


ds 


ds 


因此（由于 J ( o )= o ) 


(s) fj(s) > = Cs 

为了确定常数 c ， 在等式 （3) 中令 s 等于 Z . 根据引理 1. 

J ( l ) — lCdGxp p ) u ( w ) 

所以， C /= < y r (/> , 7(/)> = < (dexp p ) u (v ), l(dexp p ') u (w) > 

由等式 （2)， 我们得到 


〈/ ⑺， ^ 7 a) } =c= ( 7，(0), 罢⑻卜 〈％ 

利用所得的 C 值，从上面的表达式可得 

(UfZv) = {(dexp p ) u (u) 9 (dexp p ) u (w)) 


证毕, 


w ) 


习题 



(3) 


La . 设 y : [0, 是曲面 S 上以弧长为参数的测地线，并设 J (5) 是沿 y 的 Jacobi 场， 

满足 J (0) = 0， </(0)，/(0)>-0.证明 < JG )，/( 5 )>= o 对一切斤[0, Z ] 成立* 

b . 进一步假定 I J ’(0) I =1. 把沿 y 作平行移动，从而得到 
所有 US )， s ^[0 9 上的标准正交基 { e ! (^) ， G(5)}, 根据 a ， 存在函数 M = M(A )， 使 J (S) 
f = u ( s ) e z ( s ). 证明： J 的 Jacobi 方程可写作 
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初鉍条件是《(0)=0， u (0) = l , 

2. 证明： 拋物面 z = ： r 2 + y 上的点/>=(0, 0, 0)，没有关于满足 y (0) = p 的测地线 y (5) 
的共轭点. 

3. ( 比较定理 ) 设 s 与 s 是完备曲面.设 pes ， pes , 并选取线性等距对应 z: t p ⑸一 

T P ( S ). 设 y : [0, S 是 S 上满足 y (0) = p，I /(0) | = 1 的测地线，并设 JG ) 是沿 y 的 

Jacobi 场，满足 J (0)=0，（ J '(0)， /(0)>=0, I J f (0) I -1. 利用线性等距对应；，作满足 
y (0) = 》’（0) = z ’（/(0)) 的测地线 [0， oo )— §，和满足 J (0) = 0， 了 '（0) = Z ( J '(0)) 的沿 

7的 Jacobi 场了 （图 5-21). 下面我们要叙述两条定理（本质上说，它们是经典的 Sturn 比较定 

理的几何解释），有了这两条定理，我们能从对 S 和§的曲率“比较的假定条件”出发，对 
Jacobi 场/和； T 进行比较， 



图 5-21 


a * 利用习题 1 证明 ： J ( s ) = v ( s ) e 2 ( s ) ♦ J ( 5 ) = u (. s ) e 2 ( s ), 这里的 m = w ( 5 )，= 是可 

微函数，并且 6( a ) (或匕 a )) 是 /(0)( 或 J '(0)) 沿 y (或乃的平行移动 • 证明： J 和了的 Jacobi 
方程分别是 

v f (s) + K(s)v(s) = 0^ t ； (0) — 0, t/C0) = 1 

% 

u\s) + K(s)u(s) = 0, a(0) = 0» m’ （ 0) = 1 

式中的 K 和 K 表示 S 和 § 的 Gauss 曲率 

假定 / C (. s )< KG )，5 G [0, 00 ). 证明： 

0= {u(v f - Kv ) — vi^u + Ktj)}c/s 

Jo 

r ✓ fn f 5 〜 

=[^uv — tw+ (K — K)uvds ( * ) 

Jo 

推出如下 结论： 如果 “是《 在 （0, oo ) 中的第一个零点（即 M ( a ) = 0 ， 而在（0, 一中“。〉 
0)，6是 V 在(0， oo ) 中的第一个零点，则于是，若对一切 h K ( s )^ K ( s ) 9 那么 ， fi 
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关于 y 的第一个共轭点，不会早于》关于^的第一个共轭点而出现.这叫第 一比较定理 . 

* c . 假定， a ' G [0, a ). 利用 （* ) 或和 w ， 在(0， a ) 中为正的事实推出 [wV — 
利用这个不等式 证明： 对一切56(0, a ) 成立.从而，若对 i 的第一个共 
轭点以前的一切 有 K ( s )< R ( s )， 则对所有这种5,成立 i J ( s ) I > I JLs ) \ , 这叫第二比 
较定理 （当然，它以第一比较定理作为 特例； 我们把第一种情形分离出来，是因为它比较容易， 
而且也因为它是我们用得更多的一个）. 

土证明： r 中的等式 u (5)= u (. o 对一切士[0, 《) 成立的充要条件是 = . s - e [ o , 


4. 设 S 是 Gauss 曲率的完备曲面，这里的 K 。 是个正常数.把 S 与曲率是的 
球面 S 2 ( K 。） 作比较（也就是，令习题3中的 § = S 2 ( K 。）， 并利用习题3, 6中的第一比较定 

理）， 推出： S 上的任何测地线 y : [0, co )— S ， 在区间 （0, 中没有点与 y (0) 共轭. 

5_设完备曲面 S 的 Gauss 曲率 K 满足 / OKiX )， 这里的 K , 是常数. 证明： 每一条测地 


线 7: [0, oo )— S 在区间（0， tu / v ^ T ] 中有点与 y ( o ) 共轭. 

*6. (Sturm 振荡定理 ，） 第一比较定理（习题3, b) 的下列细小的推广，时常是有用的.设 
S 是完备曲面， y: [0， °o) —S 是 S 中的测地线.设 7(5) 是满足/(0) = J ( a 0 ) =0， A - 0 6(0, 
oo ) 和 J(.、)#0，se(0， 知）的沿 y 的 Jacobi 场，从而， JG) 是法向量场（命题4的推论）.因此 
可得/(5) = ”(5)0(.0，这里的 p ( s ) 是 


x /’(5) + K ( s ) v ( s ) =0， S ^ [0, OO ) 

的解，而6⑴是 hJS ) 中与 y '(0) 正交的单位向量的平行移动.假定 S 的 Gauss 曲率 K (. s ) 满 
^ K ( 5 )< L (. v ), 其中， L 是[0, oo ) 上的可微函数. 证明： 方程 


u\s) + L(s)u(s) =0 ，5 G [0,oo) 

的任 M 解，在区间[0,知）中有零点（即存在 51 6(0,知]，使得 mU )=0). 

7 •(共 轭点的 Kneser 判别准则）设 S 是完备曲面，并设7: [0,⑺)— S 是 S 上满足 y (0) = 
夕的测地线 • 设 KG ) 是 S 沿 y 的 Gauss 曲率. 假定积分 


K (s)ds ^ 


1 


4 U + 1) 


对一切 r > 0 


收敛，并有所指出的界. 
a . 定义 


zv(t) 




Kis^ds + 


1 


价 + 1 )， 


t ^ 0 


并 证明: 


' it) + ) 2 ^ — K(/) 


b - 对令此 ’（ r ) + ( W (0) 2 = — LU ) (所以 L ( z )< K ( f )) 并定义 


= exp ( 


zv(s)ds ), / ^ 0 


证明： 


(/) =0, v(0) = 1, 


，⑻ =0 



C . 注意到 T ；( O >0， 并利用 Sturm 振荡定理（习题 6) 证明：不存在满足 J (0)=0 ，R 
只 5。）= 0，〜6(0， ⑺） 的沿 y(5) 的 Jacobi 场从而，如果 （*) 式成立，沿 y 就没有点与 
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P 共轭. 

*8. 设 y : [0, /]— S 是完备曲面 S 上的测地线，并假定 y ⑺与 y (0) 不共轭 • 设叫6了_(5), 
如 1 6 丁 rw(S). 证明： 存在唯一的沿 y 的 Jacobi 场 JG) ， 使得 J(0)=t £；。， /(/)=^,. 

9•设《/(•、’)是沿测地线 y: [0， — S 的 Jacobi 场，使得</(0)， y’（0)〉=0， 且 
证明： ( J ( s)y y(5)〉=o 对一^切^6[0， /] 成立. 


5. 6 覆盖 空间； Hadamard 定理 


在刖面 一 " P 里，我们看到 •• 如果 一 个完备曲面 s 的曲率/<满足条件/< < 0，那么•映照 

exp p: T fi ( S )— S ， PCS ， 是一个局部微分 同胚. 自然地要问何时这个局部微分同胚是一个整 
体微分同胚. 


把这一问题置于更一般的背景之中来提将是适宜的，.这需要覆盖空间的概念. 

A . 覆盖空间 1 

定乂 1 设 B 和 B 是 3 的 子集. 我们称 tt : 忌为覆 盖映照 ，如果 

1.7 U 是连续映照且 7 T (5)= B ; . 

I 

2 -每一点 P 6 B 有 B 中的一个邻域 U (称为 p 的 特定邻域），使得 

_ • 兀-】（(7) =U V a • 

m ^ 、 /• a 

其中 v a 是两两不相交的开集，而 7 C 在每一 V fl 上的限制是 v a 到 (7 上的同胚. 

这时， B 称为 B 的覆盖 空间. ' 

例1设 PCZR 3 是 T 的一张平面 • 取定一点 9 o eP 以及以 g 。 为起点的两个正交单位向量 
d ， e 2 ep , 于是每一点可以用由 


<7 — <Zo = wq + ve 2 

决定的坐标刻划：（《， v)=q. 现在设 S ={ (: r ， > ^ XeR 3 ; 
柱面， 7 T : 尸 — S 是如下定义的映照 


1 2 +/ = 1}是以2:轴为轴的直圆 


Tc(u,v) = (cosu ^ sinu j v) 

(这个映照的几何意义是把平面 P 无限多次地包绕在柱面 S 上； 见图 5-22) 



图 5-22 


我们将证明 7 T 是覆盖 映照. 我们首先观 察到： 当（“。， V () ) 6 P 时，限制于带形 

K = {(u 9 v) 6 P ； W 0 — 7T ^ W ^ M 0 + tt} 
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的映照 7 T 完全覆盖 S . 实际上， 7 T 限制于尺的内部是 S 的一个参数表示，它的坐标邻域覆盖去 
掉一条母线的 S . 由此导出 7 T 是连续的（实际上是可微的）映照，而且 7 T ( P ) = S ， 于是证实了条 
件 1. . 

为了证实条件2,设 />6 S ，U = S — r ， 这里 r 是在通过/>的母线对面的母线.我们将证明 
L / 是 p 的特定邻域. 

设（心，使得 7 i ( Mo , v 0 ) = p ， 取带形％为 

V n = { (u ,v) 6 P ; U 0 + (2 w — 1)7 T 〈 W 〈 M 0 + (2 w +1)7 c } 
n— 0，土 1，士 2，.” 

可直接证明， 若 n 关 m , 则 V „ nV m = 0 以及 URztTUI /). 而且，由最初的观察还可知道， 


限制于任何一个1^上的 7 T 是到 U 上的同胚.因此 U 是的一个特定邻域.这就证明了条件 
2，因而平面 P 是柱面 S 的一个覆盖空间， 

例2设 H 是螺旋线 

H = {(: r ， jy ，之 ） 6 X 3 = cos ； = = bt ^ 'R } 

并设 o ) e ：5： 3 ； x 2 +y = i } 

是单位圆 . 心 S 1 如下定义 

tKjT ，？ ，之），（*3：，夕，0) 

我们来证明 tt 是覆盖映照（见图 5-23), 

显然 7 T 是连续的且这证实条件 1. 

为证实条件2,设 pes 1 . 我们将证明 j /= s ^ — { g }， 这里 ges 1 是 
的对称点，是 P 的一个特定邻域.事实上，设 / oGR 使得 

7 t ( cost 0 ， sinf 0 , fe 0 ) = p 

我们取螺旋线上对应于区间 

(tn + (2 rt — 1) tt^o + (2 w + 1) tc ) d R ， ” = 0, 土 1 ， ± 2,… 

的弧为 V „， 于是容易证明 tTUU ) = LLV „, 而且这些是两两不相交的， 

: r 限制于 V ,,是到 U 上的 同胚. 这证实了条件2,从而断定本例正确. 

现在设 tt : B — B 是一个覆盖映照，由于兀(启） = J 5, 对每一点》 eS ， 总有某个/ >6 B 使得 
fi^TT l ( p ). 于是，存在》的一个邻域 V a ， 使得 7 C 限制于是一个同胚.由此可知 7 T 是一个 
局部 同胚. 然而下面的例子说明，存在不是覆盖映照的局部同胚. 

在举出这种例子之前应该注意到，箬 I ；是/>的一个特定邻域，那么的任一满足 E 7 CU 
的邻域 O 也是的一个特定邻域.因为而％是两两不相交的，我们有 

n^(U) -U 

a 

这再集合 ( D ) flV a 仍然满足定义1中的不相交性条件 2. 由于这个事实，在处理特定 
邻_时，我们可限于讨论那些“小”的邻域. 

例3在例2中考察螺旋线 ff 上对应于区间 U ，4 x ) C ；2 的一段弧 H . 显然， tt 在螺旋线 
的这段开弧上的限制&，仍是一个局部同胚，而且= 然而，对于点 

7 c ( cos 37 c ， sin 37 r ，63丌) = ( —1，0,0)=户6 S 1 
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户的任何邻域都不是特定邻域.事实上，取 U 充分小就有 这里％ 是螺旋 
线上对应于,6(7：，71 + £)的弧， V " 2 是对应于 〖 G (37 C — €：， 3 ?t + £) 的弧. 但 TC 限制于 V ，不是到 

I 

U 上的同胚，因为 hvj 甚至不包含 p 点.由此导出 TT : H — S 1 是一个到 S ] 上的局部同胚， 
但不是覆盖映照. 

现在我们可以用下面更一般的形式来重新叙述在本章开始时提出的 问题： 在什么条件下局 
部微分同胚是整体微分同胚？ 

覆盖空间的概念使我们可以将这个问题分开为下面的两个 问题： 

1. 在什么条件下局部同胚是覆盖映照？ 


2. 在什么条件下覆盖映照是整体同胚？ 

下面的命题是对问题1的一个简单回答. 

命题1设 TT : B — B 是局部同胚， S 紧致且 B 连通，则 7 T 是覆盖映照. 

证明由于 TC 是局部同胚， 7 t ( S ) CB 是/3中开集.更进一步，由于 7 C 的连续性， 7 T (苕）是 
紧致的，因此是 B 中的闭集.由于是连通集 B 中的既开又闭的集，于是 
定义1中的条件1得证. 

为证实条件2,设那么 Td 6 ) 匚 B (必是有 限集. 否则将有一极限点 Ge 忌， 
而这与 K : 5) -是局部同胚的事实矛盾.于是可记 7 T _] (6)= {& ,…， b k }. 

设 W , 是…，々，的邻域，使得 7 T 在上的限制是同胚（7：是局部同胚）.由于 
7 T 是有限的，因此可以将这些 W , 选得充分小，使得它们两两不 相交. 显然存在6的一个 
邻域 U ， 使得 L / cn (7 t ( W ,)) (见图 5-24). 令 V ,=7 t — 我们就有 


Tr" ] (l7) -u V, 

i 

而且这些 V ,是两两不相交的 . 7：在 V ,上的限制明显地是到 

U 上的同胚.由此可见，17是/>的一个特定邻域.这就证实 
了条件2并完成证明. 


当 S 不是紧致时，几乎没有 什么有 甩的法则能断定一个 


局部同胚是否为覆盖映照. 


个特殊的场合将在后面处理. 


为处理问题2和这一特殊场合，我们需要回到覆盖空间. 


覆盖映照的最重要的性质是能够将 B 中的连续曲线“提 
升”到5中.为更精确化起见，我们引人下面的术语. 

设 BCIK 入回忆一下连续映照 a : [0, Z ]— B ， [0, /]<= 

称为 B 中的一条弧（见第5章的附录，定义 8). 现在， 
设 B 和石是:？的子集 • 设& B 是连续映照， a : [0, /]~- 
B 是 i 3 中的一 条弧. 如果存在 B 中的一条弧 



图 5-24 


a : [0 ，/] — 

使得 = 那么5被称为是 a 以为起点的提升 • 这种情况可 
用右面的图来描写 

使用上面的术语，下面的存在性和唯一性命题表达了覆盖空间的一 
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个基本性质. 

命题2设 Tt : B 是覆盖映照， a : [0, /]— B 是 B 中一条弧，是月的一个点， 

使得 Tc (/? o ) === a (0) =/> 0 -于是，存在 a 以为起点，即 or (0)=/>。 的，唯一 ■的 提升 a : [0， /]— 

B . 

< 

证明 首先证明唯 一性. 设 “ [0, 是 a 以石。为起点的两个提升.设 AC [0, 

是满足 “0=尔0的点〖6[0, Z ] 的集合 / A 非空而且显然是[0, 的闭集. 

我们将证明 A 在[0, 中是开的.假定 = l 考虑$的一个邻域 V ， 7 T 在其上 
是 同胚. 由于 S 和&是连续映照，因此存在包含£的一个开区间 Lc [ o ，/] 使得 5 a ) czv ， 
• p ( h )[ V , 由于 7^5 = 7 t 。#， 而 7 T 在 V 上是同胚，所以在 J , 上于是 A 是开集.这就导 
出八=[0, /]，对任何 r 6[0, 这两个提升重合. 

现在来证明存在性，由于 a 是连续的，对每一 存在一个包含/的区间 7, C [0, Z ]， 

使得 a ( U 属于 〆 f ) 的一个特定 邻域. 族^€[0, /]，构成 [0, Z ] 的一个开覆盖.由[0, Z ] 的 
紧致性，这个开覆盖有一个有限子覆盖，比如说， I 。，…，/ „. . 

假定061。（如果不是这样，我们可以改变这些区间的编号）.由于 a ( J 。） 属于 p 的一个特 
定邻域 L ；。， 因此存在乂的一个邻域 V 。，使得 n 在 W 上的限制取是到 L 7。 上的同胚，对作 
h ， 我们定义（见图 5-25) 

a ⑴ = 心 1 ° a(t) 

这里 tt q 1 是同胚 7 T 。 在 U 。 上的逆映照，显然有 

a(0) = p 0 

7C ° ait) = a(t) ♦ t G Iq 



图 5-25 


假设 a n 否则我们可再改变这些区间的编号）•设^ g ii n / o . 由于属于 

«( 6 )的一^特定邻域{^，因此我们可以定义 “在1 中以 hr ) 为起点的一个提升.由唯一性， 
这个弧与^在^门/。中重合，因此它是5在 LDh 上的 延拓. 按这个方式继续进行，我们就 
构造出一条弧 a : [0 ， /]—S 使得；（0)=\ 且 JT 。 i ( f )= a (£)， 沒[0， /]• 
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覆盖映照 TT : 的弧提升性质的一个有趣结 果是： 当 B 是道路连通时，存在着集合 

tTV / O 与 rUg ) 之间的1对1关系，这里/>和9是 B 的任意两点 • 事实上，若 B 是道路连通 
的，那么存在弧心[0， B 使得《(0) = />， a ( l )= q . 对每一点》 evTU / O ， 有一提升 
[0, /]—S 使 a ,(0)=^、 现在定义？： 7 t — Vp )—7^(9) 为 〆 也就是说， V 石）是 a 
以石为起点的提升的终 i 、. 由提升的唯一性， p 是如所言的一个1对1关系. 

由此导出当 B 是道路连通时 tT 1 (/0( p 6 B ) 的点的“个数”与左无关.如果这个数是有限 
的，它称为这个覆盖的叶数.•如果 f 不是有限的，我们说这个覆盖是无限的.例1和例2 
是无限覆盖.注意当 S 是紧致时覆盖总是有限的. 

例4设 

S 1 ~ { ( x ^ y ) ^ R 2 ? x = cos/，jy = sint 9 t G R I 
是单位圆，映照 TT : S ^ S 1 如下定义 

晒 

^(cos^sinf) — icoskt ,sinfe) 

这里々是一个正整数， d 由反函数定理， K 是局部微分同胚，因此是局部同胚.由于 s 1 
是紧致的，可以应用命题1，所以， 7 C : 是一个覆盖映照. 

几何上来说， 7 C 将第一个 S 1 在第二个 S 1 上绕了々次.注意一个点 P 6 S 1 的逆象恰恰包含 
是个点，因此， 7 T 是 S 1 的一个 f 叶覆盖. 

为了处理问题2,我们还需要将下面的讨论中产生的直观的想法加以精确化.一个覆盖映 
照 IT : S — B 是同胚的充分条件为它是1对1的映照.所以我们必须找到一个条件能保证当 B 
的两个点 A ， A 被 7 t 投影到 B 的同一点 

P = 7C (/> 1 > = JT (/ >z) 

时，就成立我们将假定 B 是道路连通的，§中一条连接 L 和 A 的弧^被投影到 B 
中连接/>和户的闭弧 a 上（见图 5-26). 如果 B 没有“孔洞”（它的意义将需精确化），于是就可 
能“将《连续地变形为点 />”. 也就是说，存在一族弧％，它关于 i 连续，/6[0, 1]，并且 
«而〜等于常值弧/ >• 由于叾是 a 的提升，因此很自然地希望这些弧％也能被提升为一族弧 

二，它关于 （连 续，，6[0, 1]，而心这样就得出二是常值弧夕的提升从而退化为一个 
点.另一方面， cn 连接匕和 A ，因此可断定石 1 = p 2 r 



图 5-26 


要将上面的启发性的论证严格化，我们还必须定义“连接两条给定弧的弧的连续族 ，，关 证明 
这个族可以被“提升' 

定义 2 设 S 匚 ; R 3 , 如： [0, Z]^B, a 1: [0, 是 B 的两条弧，连接两点々 = aG(0) = 

%(0)和 g = aG (/)= ai (/). 如果存在连续映照 H : [0, /] X [0， 使得 
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1- His, O)=or 0 (5) ， HCs, 1 ) 二 ai ⑴， s6[0, Z ]； 

2, H(0，/) = /?，Hdi t)—q, (6[0 ， 1 ]， 

那么称 a 。 和 a：i 是同 伦的，映照 H 称为 a :。 和 a! 的 一 个同伦. 

对每 一^ G [0, 1]，由二 HG ， 0给定的 弧％： [0, 称为同伦 H 的一条弧.因 

此，同伦是一族弧⑷， / G [0， 1]，它构成《。到 m 的一个连续变形（见图 5-27), 在变形过程中 
弧山的两个端点 f 和 g 保持不动（条件 2), 



同伦的提升的概念完全类似于弧的提升的概念，设 7 T : 5 — B 是连续映照，并设办， 

[0, /]— B 是 B 中连接 p 和 g 两点的两 条弧. 设[0, /] X [0， 是《。和 ai 之间的一 
个同伦.如果存在连续映照 

H ：[0, Z ] X [0,1] —► B 

良 

使得我们称 H 是同伦 H 的一个以 H(0, 0) =》€B 为起点的提升. 

我们现在证明覆盖映照具有提升同伦的性质.实际上，我们将证明一个更一般的命题.注 
意，覆盖映照71: 是局部同胚而且 B 的每条弧总可提升为 B 的弧.下面的命题3、4和5 

的证明也只用到覆盖映照的这两个 性质. 因此，为了今后的应用，我们将在这种一般意义上来 
叙述这些命题，于是，当 B 的每条弧总可被提升时，我们就称连续映照 X : B 具有 提升弧 

的 性质. 注意，这意味着 it 把 B 映到 B 上. 

V 

命题3设 JT : s — B 是具有提升弧性质的局部同胚 • ao , ai: [0， /]— B 是 B 中连接点/? 
和 g 的两条弧.设 

H ：[0, Z ] X [0，1] — B 

是处和 之间的一个同伦，石是 S 中使得 tt (石）的点.那么存在 H 以》为起点的唯一 
的提升 H . 

证明唯一性的证明与弧的提升的唯一性的证明完全类似.设和 H 2 是 H 的两个提升 
并满足！? 〆 ()， 0) = H 2 (0, 0) = ^. 这时由满足 0 = H 2 (5, O 的点/)6[0， /] X [0, 

1] = Q 组成的集合 A 是 Q 中的非空闭集 • 由于^^和！^是连续的， 7 T 是局部同胚，因此 A 也 
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是 Q 中开集.从 Q 的连通性可得 A = Q ， 因此， H ,= H 2 . 

为了证明存在性，设 = 0是同伦 H 的一条弧.定义 H 为 

H ( s ^ t ) = a c ( s ) , s G [0, Z ], t G [0,1] 

这里〜是 a , 以》为起点的提升.显然有 

7T ° H is,t) — Otis') = H(s ， 0，S e [0，/]，，6 [0 ， 1] 

H (0,0) = a；o (0) = p 

现在我们来证明 h 是连续的.设 g 。，&) e [ o , /] x [ o , l ]. 由于 tt 是局部同胚，因此存 
在 HG 。， ，。）的一个邻域 V ，使得 7 C 在 V 上的限 制〜是 V 到 HU ， 的一个邻域 u 上的同 
胚. 设 /] x [ o , 1] 是如下给定的开正方形 

So ~~€< Cs<C s 0 -\-Ef t 0 一 e <Z t <C t 0 e 

为了断定 H 在 U ，&) 处连续，只要证明 H 限制在 Q 。 上能写成百二心 1 。 H 就足够了，由于 
(知， r 。） 是任意的，于是像所期望的那样， H 在整个[0, Z ] X [0, 1] 上是连续的. 

为此，我们注意到 

7 T 0 1 ( H ( s 0 ^)) t G (^o ~ eUo + e ) 

是弧 H (知， O 通过点 HU ， 的一个 提升. 由唯一性， tco _1 ( H (5 o , 0) = H (5。，0. 由于 Q 0 
是一个正方形，因此，对每一点 U ， OGQ 。， 存在 LT 中的弧^), 5^(5 0 -£, 5 0 + e ), 
与弧 H(.Sd ， r) 相交. 由于 7T 0 一 1 ( H ( S 。 ， G))=ff (^>， t ') ， 因此弧 Tto " 1 (H(5 ， n)) 是 H(S ， 6) 通 

过点 H (' S 。， G ) 的提升.由唯一性， Ko _1 ( H (5, t l ))= H ( s , t,) m 因此， 7 r 0 _1 ( H ( 5l , G )) = 

h ( Sx , to . 由于 ( 5 l ， 的任意性，我们断定 tt 0 _1 ( h ( 5 , o )= h ( s 9 t ), ( s 9 ceo 。， 这 
就完成了证明.证毕. 

命题3的一个结果是这样的 事实： 如果 7 T : B 是覆盖映照，那么 B 中同伦的弧被提升 

为月中同伦的弧 • 这个事实可以用下面的更一般和精确的方式来表达. 

命题 4 设心是具有提升弧性质的局部同胚.设 a 。， ai: [0, B 是 B 中连 接两 
点户和 g 的两条弧，取石使得兀(石）=/>.如果 ao 和％ 是同伦的，那么 ao 和⑴各自以夕为 
起点的提升 i 和二也是同伦的. 

证明设 H 是 w 和的之间的同伦， H 是 H 以》为起点的提升_我们将证明 H 是^ 和 
ai 之间的同伦（见图 5-28). 

事实上，由弧的提升納唯一性， 

H ( a ，0) = a 0 ( s ) , H (5， l ) = ai ( 5 ) , 5 6 [0,/] 

这证实了定义 2 中的条件 1. 此外， H (0， 0是“常值”弧 H (0，£) = /> 以$为起点的提升•由 
唯一性， 

H <0， t ) = p ， t 6 [0，1] 

类似地 ， HiU O 是 H (/， 以为起点的 提升； 因此， 

= q = a \ (/) , t G [0,1] 

于是，定义 2 中条件 2 得证，这说明 H 是二和二之间的同伦.证毕 • 

回到引导我们考虑同伦概念的那段有启发性的论述，我们看到所谓没有“ 孔洞，，的空 间的意 
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义仍有待于解释 * 当然，我们将用作这种空间定义的恰恰是在启发性论述中用过的那个性质. 

定义3 —个道路连通集 B 匚 R 3 称为是单连通的，如果任意给定两点々，和两条连 

接夕和 9的弧 a 。 ： [0 ， ai z [0, » 在 B 中总存在 a 。 和 ai 之间的同伦.特别地， 

B 中任何闭弧 a: [0, (闭意味着《(0)=以/) = /0同伦于“常值”弧 = 56[0, Z ] (习 

题5表明后面这个性质实际上等价于第一个性质). 

直观上，如果道路连通集 B 中的每条闭弧能连续变形为一点，那么 S 是单连通的.可以 
证明平面和球面是单连谭的而柱面和环面不是单连瑪的（见习题 5). 

现在我们可叙述和证明对本节问题2的一个回答，它其实是下面命题的一个推论. 

命题5设 tt : 是具有提升弧性质的局部同胚.设 S 道路连通， B 单连通.那么 7 C 

是同胚， 

证明证明实质上与在启发性论述中提出的证明是相同的. 

我们需要证明 3 T 是1对1的.为此，设》1和石2是 S 的两点 ，= 7 ^ 2 、= P , 由于 B 
道路连通，因此 S 中存在连接 A 和石 2 的弧于是 7 T °^)= fl 。是 B 的一条闭弧，由于 S •是单 
连通的，因此 or 。 和常值弧山（乃=户，56[0, /], 是同伦的.由命题4，二和二 VAp 、 为起点的 
提升二是同伦的.而&是连接&和匕的常值弧，因此我们断定证毕， 

推论设 TT : B — B 是覆盖映照， S 道路连通， B 单连通.那么 7 C 是同胚. 

我们已经在比原来需要的更一般的情况 下证明 了命题3、4和5,这一事实允许我们对问 
题1给出如下所述的另一个回答. 

设 7 t : 月是具提升弧性质的局部 同胚. 假定5和 B 是局部地“性质良好的”（此意义有 
待精确化），那么 K 实际上是覆盖映照. 

所需要的局部性质可描述如下.回忆一下，称为局部道路连通，如果每一点的任意 
邻域都包含一个道路连通的邻域(见第5章附录定义 12). 

定义 4 如果 B 中每一点的任意邻域都包含一个单连通的邻域，称 S 是局部单连通的. 
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换言之，如果 B 的每一点有任意小的单连通邻域，那么 B 是局部单连通的.显然，如果 
B 是局部单连通的，那么 B 是局部道路连通的. 

我们指出正则曲面 S 是局部单连通的，这是因为 々6 S 有任意小的同胚于平面中圆盘内部 
的邻域. 

在下面命题的证明中，我们将需要局部道路连通集 BCR 3 的下列性质（见第5章附录部分 
D ). B 中包含一点的所有道路连通子集的并集 A 显然是一个道路连通集，称为 B 的包 
含 P 点的道 路连通分支. 由于 B 是局部道路连通的，所以 A 是 B 的开集.于是， B 可以写成 
它的道路连通分支 A ff 的并集 B = LLA tf ， 这些 疋是开 集而且两两不相交. 

我们再指出，正则曲面是局部道路连通的，因此，在下面的命题中，当 B 和 B 都是正则 
曲面时，加在 S 和 B 上的假设都被满足. 

命题6设 7 T : B 是具提升弧性质的局部同胚.假定 B 局部单连通而月局部道路连通， 

那么 7 T 是覆盖映照. 

证明设/ V 是/>在5中的一个单连通邻域.集合是它的 i 路连通分支的并 
集，亦即 

tT 1 (V) =\JV a 

a 

这里 A 是开的，道路连通的且两两不相交的 集合. 考察限制映照 TT : 如果我们证明 7 C 

是 t 到 V 上的同胚，那么 7 C 将满足覆盖映照定义中的所有条件. 

我们首先证明事实上， tt ( K ) CV . 假如有一点户 6 V ， 而 /^ TT ( K ). 那么， 
由于 v 是道路连通的，就存在一条弧 o , 6]— v 连接点(钇）和 p . 由于 k 是苕的弧 
连通分支，因此《以 56 K ， 这里为起点的提升是钇中的弧，于是， 

I 

7t(a(6)) = p 7r(V a ) 

这是一个矛盾.所以 7 ziV a )= V , 

接下来我们看到，由于 K 是开的，因此 Tt : 穴 — V 仍是一个局部同胚.由上面的论证进 
—步可得到 TT : K — V 仍具有璋升弧性质_因此，命题5的条件得到满足，从而 7 t 是一个同 
胚.证毕. 

B. Hadamard 定理 

现在我们将回到本节一开始提出的问题，即在什么条件下局部微分同胚 exp p : T P ( S ) —S 
是: T / S ) 到 S 上的整体微分同胚，这里 p 是曲率的完备曲面 S 上的一点.下面的命題将 
上述问题分解为问题1和问题2从而对它提供了解答. 

我们需要下面的引理 • 

引理1设 s 是曲率 k < o 的完备曲面.那么 exP y t ^( s )^ s , pes ， 是增加长度的， 
即若 w ， to6T ,( S ), 则成立 

<(dexp p ) u (xv) Adexp p ) u (w)> ^ ivu.iv) 

这里，像通常那样，如表示 （ T A ( S ))„ 中一个将 u ； 平移“后得到的向量. 

证明若 m = 0， 那么等号的成立是平凡的 • 因此，设 u = w / 丨 M | ， w 关0,并设 y : [0， Z ] 
~^ S , / = 1 m I , 是测地线 
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y(s) = exp〆 !/， s G [0 ， Z] 

由 Gauss 引理，我们可假定 〈加， 设 J (5)= 〆 办 xp p ) “切) 是由 5.5 引理 1 给出的沿 y 的 
Jacobi 场. 我们知道 J (0) = 0，（ DJ / A )(0 )=zts 而且 < JG )， /(5>>=0, ^6[0, Z ]. 

现在注意，由于 K <0( 见 5.5 等式（1))，因此， 


ds 


m 

ds 



Dl 

ds 



J ， 


ds 2 


这蕴涵着 


因此， 


由此导出 


因此， 


DI 

ds 


2 


-K | J | 2 彡0 


DJ 

ds 


>0 


生阻 di \ =9 

ds\ ds ds I 


D 2 J 


( 努 ， ds 


2K ( 梁 ， J )>0 


( 哿， 


D/\、/IV … DJ 


ds 


>{ 


ds 


(0)， 


ds 


(0)) —< 1 *;^ xv) = C 


ds 2 


</, J) = 2 



DJ ^2 lj , DZJ 




ds 

Dl 

ds 


ds 2 


>2 C 


积分上面的不等式的两边，我们得到 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


= 2Cs+2( 髮 (0 )， J(0)) = 2Cs 

再积分一次就有 

4 

u,j) >a 2 + <j(o) f /(o)> = Cs z 

在这个表达式中置并注意到。=<加，如〉，我们得到 

(/(/) »/(/)) ^ I 2 {' WjVu ) 

由于 KO = ZWexp p ) fc ( w )， 最后得到 

((dexp p )i v (w') Adexppy^Cw)) < ti ；， w > 

证毕， 

为了后面的应用，建立下面的结果是有益的，这个结果亩从上面的证明中得出. 

(证明的）推论设 JC 三 0. 则 expy T P ( S )^ S , peS , 是局部等距. 

只要注意到若 K =0， 那么可以在上面的证明中用“三0”代替式子 （1), (2) 和 （3) 中的 
0”，于是推论成立. 

命题 7 设 S 是 Gauss 曲率的完备曲面.那么映照 exp ^ T P CS )— S , p ^ S ， 是覆 
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盖映照. 

证明 由于已经知道6乂 ? ,是一个局部微分同胚，因此，（由命题 6) 只要再证明 exp, 具提升 
弧性质就行了. 

设 a: [0， Z]~^S 是 S 中的一条弧， T P (S) 满足 exp p r = a (0). 由于 S 是完备的，所以 
这样的^ 存在. 由于 exp, 是一个局部微分同胚，.因此在 TJS ) 中存在 r 的一个邻域 U 使得 
exp。 限制于 U 时是微分同胚 • 于是利用 exp/LO 中的 exp, 1 可以在0的一个邻域内定义 L 

现在设 A 是使得《在[0, (] 上有定义的/6[0, Z ] 的集合. A 不是空集，而且如果 ：( z 。） 有 
定义，那么5在 h 的一个邻域内也有定义.也就是说， A 是[0, 中的开集. 一 当我们再证明 
A 也是[0， Z ] 中的闭集，那么由[0， /] 的连通性我们就有 A 二 [0， Z ]， 因而 a 可以整个被提升. 

因此证明的关键在于说明 A 是[0, Z ] 中的闭集.为此，设&6[0， Z ] 是 A 的一个聚点， 

是一个序列， t n eA , «=1，2， … • 我们将首先证明有一个 聚点. 

假定 a (0 在 K.0 中没有聚点 • 那么在 7^0)4^ 壬意给定一个中心在 J (0) 的闭圆盘 d , 就 
有一个 〜使得 c (^) 硭 D . 这样一来就得出在： T / S ) 中从 ^(0) 到 SU ,) 的距离可以任意大.由 
引理1， exp^： T P (S)—S 增加向量的长度，因此显然可见在 S 中从 a (0) 到的内蕴距离也 
可任意大.但是这个结论与从 a (0) 到 = 的内蕴距离是有限的事实矛盾，这证实了 

我们的断言. ° 

我们用 g 表示 a ( O 的一个聚点， 

现在设"是 9 在： T/S) 中的邻域，使得 exp, 限制于V 上是微分同胚 • 由于 g 是的 
聚点，因此存在％使得 5 a , oev . 此外，因为 a 是连续的，所以存在开区间 jc [ o ，z]，r Q e 
/，使得 《a) 匚 e xp p (V)=(X 利用 expf 1 在 U 上的限制可以定义 a 在 J 上以5(。）为起点的提 
升.由于 exp p 是局部微分同胚，这个提升与 a 在[{)， 4)fU 中重合，因而是 S 到一个包含^的 
区 间上的 延拓* 因此，集合 A 是闭的，这就完成了命题7的 证明.证毕. 

注 1应该注意曲率条坪 K<0 仅用来保证 ex Pp ： 丁〆 S)—S 为增加长度的局部微分同胚, 

因此，实际上我们已经 证明： 如果 S,—S 2 是完备曲面 S ! 到曲面 S 2 上增加长度的局部微分 
同胚，则^是一覆盖映照. 

以下的命题称为 Hadamard 定理，它描述了曲率的完备曲面的拓扑结构. 

定理 1 (Hadamard) 设 S 为一个 Gauss 曲率 K<0 的单连通完备曲面.则 exp p : T P (S)-* 
s ， pes , 是微分 同胚； 即 s 微分同胚于一个平面. 

证明 由命题7， exp p : Tp(S) —S 是覆盖映照，而由命题 S 的推论， exp p 是同胚 • 由于 
exp, 是局部微分同胚，因而它的逆映照是可微的，所以 exp, 是微分同胚.证毕. 

我们现在要提及覆盖空间的另一个几何应用，它也称为 Hadamard 定理.回想一下， 
Gauss 曲率 K>0 的连通紧致正则曲面称为卵形面（参见 5. 2的注 1). 

定理 2 (Hadamard) 设 S 是一卵形面 • 则 Gauss 映照 N : S — S 2 是微分同胚 • 因而 S 微分 
同胚于球面. 

证明 由于对每一个夕 eS，S 的 Gauss 曲率 K = detWNp) 是正的，所以 iV 是局部微分同 
胚.由命题1， N 是覆盖映照.由于球面 S 2 是单连通的，我们从命题5的推论中推断出 TV: 

s 
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S 2 是 S 到单位球面 S 2 上的同胚.由于 N 是局部微分同胚，所以它的逆映照是可微的，因此 iV 
是微分同胚.证毕. 

注2实际上我们已经证明的结论比这个还要多.由于 Gauss 映照 N 是微分同胚，所以 X 3 
的每一个单位向量 w 作为 S 的单位法向量恰好出现一次.取一个垂直于 x ； 而与 S 不相交的平 
面，然后将此平面平行于本身移动直至与曲面 S 相遇.我们得到结论： S 位于它的每个切平面 
的一侧.这个结论可以表 达为： 卵形面 S 是局部凸的.由此可以证明 S 确实是一个凸集的边界 
(凸集是指这样的集合 KeR 3 使得连结任意两点>，的线段完全属于 K ). 

注 3 S.S Chem 和 R . K . Lashof 将 K >0 的紧致曲面同胚于球面这样一个事实推广到 
0的紧致曲面 （“On the Total Curvature of Immersed Manifolds/’Michigan Math . J . 5(1958)， 
5 〜 12). 对完备曲面的推广是 J . J . Stoker 首先得到的 ( u Ober die Gestalt der positiv 
gekrllmnten offenen Flache , % Compositio Math . 3(1936)，58 〜 59), 他证明了 的完备 

曲面同胚于球面或平面，同时他还证明了其他一些结果.他的这个结果对也是成立的， 
只要假定在某点 K >0( 有关这个问题的证明和评论请看 M . do Carmo and E . Lima ， 
“Isometriclmmersions with Non-negative Sectional Curvatures，”Boletim da Soc . Bras . Mat . 2 
(1971)，9 — 22). 

习题 

1 •证明：由 7 T ( Z ) = ( cos£，sinO , 又给定的映照 7 T : R -^ s 1 = {( x , 3；) G R z ; X 2 + y 2 = 
1} 是一个覆盖映照. 

2 -证明：由 tKx ， y ) — ( x 2 — y 2 , 2 xy ) 9 ( x » 3O6R 2 ， 给定的映照 tc : R 2 ~ {0, 0}^ R 2 ~ 
{0, 0} 是一个双叶覆盖映照. 

3. 设 S 是由螺旋线 （ cow ， sint 9 60的主法线生成的正螺面.以 L 表示 z 轴，令 tt : S~L 

• ♦ 

— R 2 — {0， 0} 为投影 7：(: r ，： y ，= y ). 证明 x 是一覆盖映照 • 

4. 熟悉复变函数的人会注意到，习题2中的映照 tc 就是从 C —{0} 到 C —{0} 的映照 ttU ) 
这里 C 是复平面， z 6 C . 试作一 推广： 证明由 ttU ) = / 给定的映照 tt : C -{0 }-^C - 

(0}是《叶覆盖映照 • 

5. 设 BCR 3 是一道路连 通集. 证明以下的两个性质是等价的（参见定义 3): 

1) 对任何一对点 p ， 和任何一对孤 a 。 ： [0 ， ai ： [0， B ,. 存在 B 中连 
接和 ai 的一个同伦. 

2) 对任何夕和任何弧《: [0, Z ]— ^(0)=^(/)=户（即《是一 fe 弧，以为起始点 

_ 

和终点），存在连接 a 和常值弧心（5)=/?， 5 e [ o , /] 的同伦. 

6. 固定一个点户。6 K 2 并以 < p t ip、 = tpQ + (1— p €： R 2 定义一族映照: R 2 一 R 2 ,沒 

[0， 1]. 注意 < p 0 ( fi )= p , ^( p ) = p 0 . 因而弘是连续的映勝族，它开始于恒等映照，结束于 
常值映照外.应用这些想法证明 R 2 是单连通的. 

7- a . 应用球极射影和习题6 证明： 球面 S 2 上任何一条闭弧若其象集至少略去 S 2 的一个 
点，则必同伦于一常值弧. 
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b . 证明： S 2 上的任何一条闭弧同伦于 S 2 中一个象集至少略去 S 2 的一个点的闭弧. 

由 a 和6推断 S 2 是单连通的，为什么6是必需的？ 

8. (Klingenberg 引理）设 SCIR 2 是 Gauss 曲率 K < K 0 的完备曲面，这里 K 。 是一非负常 
数.设 /), qeS , 并设7。和乃是连结/»、 g 的两条不同的测地线， K 7 o )</(7 i ); 这里 K ) 
表示相应曲线的长度.假设八同伦于即存在一个连续的曲线族£6[0，1 ]，连接和 
9 ,且使《。= 7。，〜=力.本习题的目的是证明存在 ~ e [ o , 1] 使得 

/(7 o )+/(«,)>-7^ 

(因此，这个同伦必须通过一条“长”曲线，见图 5-29) 假定 


K/ 0 ) < 丌 / yKo 

(否则就没有什么要证明的了），然后按以下步骤来进行: 



图 5-29 Klingenberg 引理 


a •利用第一比较定理 （5.5 习题 3) 证明： exp ,： 丁 〆 S )— S 在 p 周围的一个半径为冗/7^ 
的开盘 S 内没有临界点. 

b , 证明： 对较小的 G •可以把曲线％提升到切平面 T ( S ) 中； 即存在连接 expj 1 (户 ）=0 和 
exp ^ Cq ) — 的曲线乙使得 exp p 。 a t = a t . 

c . 证明本题 b 中的提升不能对所有的 1] 定义.推断对任何 e >0, 存在 rU ), 使得 
能被提升到孓 w 且“包含离 fi 的边界的距离 <e 的点 • 因此， 

Kn) + l(a^)>^-2e 

vKo 

土在本题 C 中选取 e 的一序列0,并考虑 U ( e „)} 的一个收敛子序列 • 推断存在曲线 
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Gfr 。 ， L 6[0， 1]，使得 

/(/o)+/U 0 ) 

° ^K ； 

9- a . 利用 Klingenberg 引理 证明： 如果 S 是完备的单连通曲面且 K <0，则 exp " T P (S) 
— S 是1对1的- 

b . 利用本题 a 给出 Hadamard 定理(定理 1) 的一个简单证明， 

* 10. ( sytige 引理）我们回忆一下，曲面 S 上可微闭曲线是指一个可微映照 a: [0, /]- 

S ， 使得 a 及它的所有导数在0和 Z 处相同 • 两条可微闭曲线是自由同伦的，如果存在一连续 

映照 [0， /] X [0，1 ]—S 使得 ffG ，0)- a 0 ( i) t H(s, 1)=〜（5)，沒[0， /]• 映照 H 称 

为❿和 m 之间的一 > ^自由同伦（端点不固定 ）• 假定 S 是可定向的并具正 Gauss 曲率 • 证明： 

S 上的任何简单闭测地线自由同伦于一条长度较短的闭曲线. 

11•设 S 为完备曲面 • 点称为一个极点，如果每条满足 y (0)=/> 的测地线 y : [0, 

oo )— s 都不包含关于 y 与/>共铌 的点. 运用 Klingenberg 引理（习题 8) 的技巧 证明： 如果 S 是 

单连通的，且具有'个极点〜侧 exp ,: 是微分同胚. 

% 

5. 7 曲线的整体性定理； Fary-Milnor 定理 

在这一节，我们将对闭曲线给出一些整体性的 定理. 这里所用的主要工具，是圆周的连续 
映照的度数理论.为了引进度数的概念，将用封 5. 6中建立起来的覆盖映魚的一些性质， 

设 ： y ) GR 2 ; x z +y z = l } 9 并设 I R — S 1 是由 - 

tc(x) = ( cos ； c ， siar ) , x R 

给出的实直线:^对义的覆盖 * 设？： 是连续映照 • f 的度数定义如下.映照 s ^ s 1 

中的第一个 S 1 ， 可以看成是其端点0和/相重合的闭区间[0, /]• 于是， p 便可当作连续映照 

[0, ,满足 〆 这样一来， P 是 S 1 中 p 处的一条闭弧，根据 5.6 

的命题2,就能，满足 7 cCr )-= p 的; c 处，唯一地提升为一条从: c 出发的弧[0, /]—3 R . 因 

为 7 r ( i (0))=7 r ( i ( Z ))， 差值士(/)一$(0)应是 2 tc 的整数倍.由下式给定的整数 deg P ， 

〆/)—〆◦) = (deg<p)2n 

称作 P 的度数. $ 

〜 直观上说， degp 是[0， Z ] — S 1 把[0， /] 绕 S 1 的“包围”次数（图 5-30). 注意，函数 
9: [0， R 就是连续确定由固定向量 〆 0)— O 与 O 决定的正角，这里的 te [0， Z ], 
0=(0, O ). 例如， 5. 6部分 A 中的例4所叙述的映照 ^ S 1 一 S ] ， 就具有度数 k 
我们必须说明，度数的定义与 f 及的选取无关. 

首先， de 畔与 x 的选取 无关. 事实上 • 设 >x 是 R 中满足 TtfjTi ) =/>的一点，并设 

^ e [ o , /]. 因为 a -子是 h 的整数倍，所以&是免从 a 出发的一 
种提升 • 根据 5. 6命題2的唯一性部分，&确是9从4出发的提升.因为 

^>\ (O ~<pi (0) = <p 、 l 、 一 6(0) = (deg 史） 2 卩 

所以无论是关于: c 或是关于心计算， 史 的度数都是相 同的. 
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图 5-30 


其次， degp 与力 6S 1 的选取无关 . 事实上，除了 /> 的对径点以外，每一点 AGS 1 均属于 
的特定邻域 L/h 在含 : c 的连通分支中选取使得 TrUJzA ， 并设^是 

^ <ptLo*Q s 1 * 9?(0) == pi 

从 A 出发的提升 . 显 _ 然 ， I ^(0)-^(0) I <2 k. 由构造提升的一步步、过程可以推出（参见 
5*6 ，命题 2 的证明 ）• | (p\ (/)^-^(/> | <2tc. 因为两个差值 〆/) —p(0) ， ㊇ （ Z) — @ (0 ) 都必须 

是 h 的整数倍，它们的值实际上是相等的 . 根据连续性，这结论对 p 的对 径点也成立，所以 
也就证明了我们的断言 . 

度数的最重要的性质，是它在同伦之下的不变性 . 说得更精确一些， 设 9 " % : S 1 —S 1 

是连续 映照 . 固定点 /^S 1 ， 从而得到点的两条闭弧 Pl ， [0, /]—S 1 , ^(0=^(0)- 

P- 如果 p 与灼同伦，则 degp^deg 矜 . 这可直接由如下的事实推出（ 5.6, 命题 4 ): 灼和妗 

从固定点 : r6R 出发的提升也是同伦的，因而有相同的终点 . 

应该指出，如果 ^ [0, Z]—S 1 可微，按 〆 i) = UU) ， 6U)) 就决定了两个可微函数 “= 

“(0, 6 = 6(/) ，它们满足条件 d+6 2 = l. 这时，由 ^0=1 出发的提升 G ， 正好是可微函数（参 
见 4. 4 ，引理 1) 

♦ I 


(pit) 


— 9^0 + 


iab f 一 ba f )dt 


这件事可由提升的唯一性，以及 cos 9( t )= a ， sin〆 。= 6( t ) 和 〆 0) = i 的事实推出、于是， 
在可微的情形， p 的度数能甩积分表示 . 



0 


dt 


dt 


度数的概念，已以后一形式在本书中反复出现过.例如，当 w L 7 eR 2 — R 2 , UdS \ 是 
向量场，而 ( p % 0) 是其仅有的奇点时， t ； 在（0， 0) 的指标（参见4.5，应用 5) 可以解释为由 
< p ( p )= v ( py / 1 v ( p ),\ , P es \ 给出的映照… s 1 — s 1 的度数 • 

在讨论进一步的例子之前，我们来回忆一下，所谓（可微）闭曲线是指可微映照 a : [0, Z ] 


— W (或 R 2 , 如果它是平面曲线的话），使得 a 的分量，以及 a 的各阶导数，在0与/处相等. 
若 〆 U ) 关0对一切，6[0, /] 成立，曲线《便是正 则的； 若只要6力 2 , a ， r 2 e [0, /), 就有 

a ( r ] )^ a (〖 2 )， 曲线 a 便是简单的.有时候，较适宜的是仅仅假定 a 连续； 这时，我们就直接 
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说明， a 是 一 条连续闭曲线. 

例 1( 曲线的环绕数）设[0, Z ] — R 2 是平面上的连续闭 曲线. 选 取点扒 使得 
po Z ])， 并设 [0， — S 1 由 

<pU) = iD — 公 1 ， ^ e [0,z] 

I akt) — po \ 

给定. 显然， ^(0) = ^(/), 故 9 可看作 s 1 到 s 1 的 映照； 它称作^关于户。的位置映照 ♦ * 的度 
数叫做曲线 a 关于/>。的 环绕数 （或指标 ）（ 图 5-31) 

注意，如果沿与 a ([0, /]) 不相交的弧0移动…，则环绕数保持不变.其实， a 关于点上 
任意两点的位置映照，显然可用一个同伦 连接. 由此可知，当 g 在 R 2 —以[0, /]) 的连通分支 
中变化时， a 关于 g 的环绕数保持不变. 




例 2 ( 曲线的旋转 指标} 设[0, Z ]— R 2 是正则平面闭曲线\并设^ [0, /]— S 1 为 

^ t) ^T^TPT\ , te [0,/] 

显然，炉是可微的，且 〆0 )= 〆 /)厂称做 a 的切 映照， 而 p 的度数则称作 a 的旋转指标 .在 
直观上，闭曲线的旋转指标是沿曲线的切向量场转动的整周数(见 L 7图 1-27). 

旋转指标的概念，利用顶点处的交角（见 4.5), 可推广到分段正则曲线的情形，并能证 
明： 分段正则的简单闭曲线，它的旋转指标是士 1( 切线回转定理）.这个事实已在 Gauss - 
Bormet 定理的证明中用到过.在本节的后面部分，我们将证明切线回转定理的可微说法. 

我们的第一个整体性定理，就是所谓 Jordan 曲线実理的可微说法.在证明中，我们将假 
定读者已熟悉 2. 7的内容 • 

定理 1 ( 可微分的 Jordan 曲线定理） 设[0, Z ] i ] R 2 是平面正则简单闭曲线.则 R 2 — 
a ([0, /]) 恰有两个连通分支，且以 a ([0, /]) 为它们的公共边界. . 

证明设 iV £ ( a ) 是 a ([0, /]) 的管状邻域.它的构造方法，与紧致曲面的管状邻域的构造 
方法相同（参见 2. 7)+ 我们来回忆一下， N e U ) 是以 a ( f ) 为中心，长度为 2 e 的开法线段 J t Q ) 的 
并集.显然， N f ( a )- a ([0, /]) 有两个连通分支：^ 和丁 2 . 用功(户)表示 a 关于 p 6 R 2 — a ([0, 
Z ]) 的环绕数.证明的关键点在于 说明： 如果 A 与/> 2 属于 iV e ( a ) — a ([0, /]) 的不同连通分支， 
但属于同一个 I t U 。），（ oG [0， Z ]， 则 ■ uKp 】）一 1^(>2) = 土1，符号依赖于 a 的定 

选取邻近于 ar (~) 的点 A = a (^) 和 D = a (£ 2 )， 使得 a 上的 AD 弧，能够同伦地 
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形变到图 5-32 的多边形 ABCD 上去.这里， BC 是 a (&) 处的切线段，而与 CD 则平行于 
a 处的法线. 


管状邻域 





平面的定向 

Pi 



图 5-32 


设仏[0, 7]— R 2 表示用多边形 ABCD 代换 a 上的 AZ 7 弧后所得的曲线，且我们假定戶(0) 
=^(7) =Aj 而卢 ( f 3 )= D . 显然， ) 与 w ；(/> 2 ) 保持不变. 

设沪，妗：[0, 7]— S 1 分别是/?关于外的位置映照(参见例1)，并设 [0, 7 m 

它们从一个固定点，比如 06 R ， 出发的提升，为方便计，我们假定 分的定 向如图 5- 32所 
给定. • 

首先注意，若 te [ f 3 , 7]，则 cKo 到九和/> 2 的距离，都以一个与 f 无关的数作为下界， 

> 

这个数就是两个距离 dist ( A ， Bc / iV *( a )) 和 dist ( p 2 , BrfN f ( a )) 中最小的 一个. 由此可知，当 

P ' 趋于九时， a ( t }- p , 与《(/)—九的交角在|> 3 , 7] 中一致趋 于零. 

现在就很清楚，能把 / M 和 九选取 得充分接近，使得 i (0)=7 C — Q ， 

92 (0) = —(7 c + e 2 ) ，这里的 ei 和 e 2 小于 ？ c /3. 而且， 

2 n (^ w { p \ ) — w { p 2 ) ) = i < p \ (/) — <pi (0) ) — (^?2 (7) —外 （0)) 

={ (f>l — pz ) ( 7 ) — (^! — 朽 ） （尤 3 ) } 

+ {( jp ' < pz ) ih ) — (^1 —炉 2 )(0)} 

根据上述的注意， 当 夠充分接近于九时，第一项可以任意小，比如等于£ 3 <7：/3.于是 

) — ) ) =£ 3 +TC — £1 一 ( — 7C — £ 2 ) = 2tT + € 
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_ 

其中的 £<7 T , 如果 A 充分接近于/>2的话，由此推出功 ( A ) —加(九 ）= 1, 符合我们的断言. 

要完成证明现在就比较容易了.因为功 （/>) 在 R 2 — «([0, z ]) = w 的每个连通分支上是常 
数，由上可知， W 中至少有两个连通分支.我们来说明这种分支恰好有两个. 

事实上，设 c 是 W 的连通 分支. 显然， BdC ^0 9 且 BdC 匚 a ([0 ，/]). 另一方面，若 
pe a ([ o , /])，/>就有一邻域，它只含 〆 [0, /])、和： r 2 中的点（乃与： r 2 是] v e ( a )— a ([ o , 
/]) 的连通分支）.从而，或者乃，或者 t 2 , 总要和 C 相交，由于 C 是连通分支， crDTi 或者 
CZ ) T 2 . 所以， W 至多只有两个（因此，恰好是两个）连通分支.把它们记作（^和^!.上面的 
论证也说明 BdGtcrOlO ，/])= BdC 2 . 证毕. • 

定理1给出的两个连通分支是容易区分的.首先我们看到，如果外在包含 a ([0, Z ]) 的闭 
圆盘 D (因为[0, Z ] 紧致，这种圆盘存在）的外部，则 a 关于户。的环绕数是零.这是由如下的 
事实推 出的： 连接扒和《(£)， ^ e [0, Z ] 的直线，都落在由九到圆周 BdD 的两条切线所限定 
的、包含 D 的一个区域内.这样一来，环绕数为零的连通分支是无界的，且包含某一确定圆 
盘外的所有点 • 很清楚，余下的连通分支的环绕数为士 1，且为有界.通常分别把它们称做《 
的 外部和 a 的 内部. 

注1在（^11郎-8()111 1 ^定理的应用（4.5)中已用过的，上述定理的一个有用的补 充是： 《 
的内部同胚于 一 个开圆盘.它的证明能在 J * J . Stoker，Differential Geometry , Wiley - Inter - 
science，New York ， 1969， 43 〜 45 中找到. • 

我们现在来证明切线回转定理的可微说法. 

定理2 设择： [0, Z ]— R 2 是平面正则简单闭曲线.则0的旋转指标是 ±1( 符号取决于# 
的定向）. 

证明考虑一条与该曲线不相交的直线，平行移动这条直线，直至它和这条曲线相切.这 
时的直线位置记为/，曲线与/的切点则记为显然，整条曲线落在 Z 的一边（图 5-33) .选 
取这条曲线的一个新的参数表示 a : [0, /]- R 2 ,使得《(0 ) = />，现在 

设 T = { it , a 2 ) 6 [ o ，/] x [ o , z]；o < ^ 

为三角形区域，并定义“割线映照”0: : r — S 1 为 

ip { t \ ^ t 2 ) = I ixit ) ) j ， £l 丰 t ” ( h ，,2) 6 了 一 { (0 ,/) } 

因为 a 正则，容易看出0是连 续的， 设 A =(0, 0)， B =(0, /), C =( Z , /) 是三角 形了的 

顶点.注意，0 限制到 AC 边上时，是《的切映照，它的度数是 a 的旋转指标.显然（图 5-33), 

这个切映照与0在其余两边 AS 和 BC 上的限諷同伦 • 这样一来，问题就化为证明后一映照的 
度数是士 1. 

假定平面和曲线的定向取得使/(0)到一(/(0)的有向角为 7 C * 这时，0 在 AB 上的限制按 

正方向覆盖了半个 S 1 ， 而0在 BC 上的限制，也按正方向覆盖了 S 1 余下的一半（图 5-33) .于 

是，0在与 BC 上的限制的度数是 +1. 把定向倒过来，这个度数就是一1，从而完成了证 
明. 证毕. 
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C=(M) 


切线回转定理能用来给出一类重要的曲线，即凸曲线的特征. 

设[0, 是平面正则闭曲线，如果对每个 £ G [0, Z ]， 这条曲线总落在由 f 处的切 

线决定的某一闭半平面中， a 就称为 凸曲线 （图 5-34; 也可参见 1.7). 如果 a 是简单曲线，凸 
性就可用曲率来表示.回忆一下，对平面曲线，曲率总是指带符号的曲率（1.5,注 1). 



凸曲线 



非凸曲线 



图 5-34 


命题1平面正则闭曲线为凸曲线的充要条件是，它为简单曲线，且其曲率 A 不变号. 

证明设9: [0， S 1 是 a 的切映照，且[0，设是史的从 OGR 出发的提升，首 
先指出， 々不变 号的条 件与& 为单调时非速减， A <0 时非递增）的条件等价. 

现在假设 a 为简单曲线，且々不变号.我们可把曲线所在平面的定向取得使假定 a 
不是凸曲线_这时就存在~6[0, /]，使得在 a ( f 。） 处的切线： T 的两边，均能找到 a ([0, /]) 中 
的点*设是处的法向量，并令 

h „(0 = ( a ( t ) — ait 0 ) » n ) » t ^ [0，/] 

因为 [0, 幻紧致，且丁的两边都有曲线上的点，所以“高度函数”心就在有最大值，在 
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G 有最小值 . / 2 处的切向量都是平行的，所以其中有两个，比如/(&)， 

具有相同的方向.因此， cpUO = 9 W ， 而且，根据定理2(«为简单曲线）， 9 (1 0 )=^). it 
^我们假定根据前面指出的事实，&单调非递减，因此在 ! j 。， 上为常值，这件事意味 
H ^]) C = T . 但这与了的选取是矛盾的，所以就证明了 a 是凸曲线. 

反过来，假定 a 是凸曲线.作为习题我们让读者 证明： 如果《不是简单曲线，则在自身的 
交点（图 5-35( a ))， 或在其附近（图 5-35( b ))， 凸性就要受到破坏.所以，《是简单曲线. 



图 5-35 


现在我们假定 cr 是凸曲线，但在[ 0 , z] 中变号，这时就存在两点 « 2 e[o, z], t ,< 
t ” 使得 但&在 [ r ， 中不取常值. 

我们来说明这会导致矛盾，从而也!就完成证明，根据定理2 ,存在^6 [0, /) 使得 〆 r 3 ) = 
- cpUO . 根据凸性，在 a ( A )， a ( t 2 ), 0(^)处的三条平行切线中，有两条必须重合.假定重合的 
两切线切点是 二 />， aU ,)- g , h > t ,. 我们说，^在多与 g 之间的一段弧必定是直线段舛. 

事实上，假定是这段弧为直线段的最后一点 （ r 可能与夕重合）.因为这条曲线落在直 
线 pg 的同一边，容易看出，在 P 附近有一条切线了将在一个内点穿过线段兄(图 5-36). 这时 
P 与 g 就落在 T 的不同的两边.这是矛盾的，因而证明了我们的断言. 



图 5-36 


由此可知，重合的切线有相同的 方向； 也就是说，它们确定是和 a ( Z 2 ) 处的切线.从 
而，$在[^，中取常值，这个矛盾就证实了々在 [0, Z ] 中不变号.证毕. 

注2 如图 5-3 4 ( c ) 的曲线例子所示， a 为简单曲线的条件对这命题是不可少的. 

注3 应该把这个命题与 S . 6的注2和注3作 比较； 那儿说的是对曲面也有类似的情况. 
要注意的是，在曲面的情形，自身相交的不存在并不是假定，而是结论. 

注 4 可以 证明： 平面正则闭曲线为凸曲线的充要条件是，它的内部为 •凸集 KCI 1 R 2 (参见 
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习题 4). 


现在，我们将把注意力转向空间曲线.以后曲线这个词将意味着以弧长 s 为参数的正则参 
数曲线 a : [0, /]— R 3 . 若 . a 是平面曲线，曲率 AO ) 是指《带符号的曲率（参见 1.5); 否则， 
6(. v ) 就假定为对一切 s 6[0, Z ] 都是正的.把积分 

| k(s) | ds 
Jo 

称为 a 的全曲率是较合适的 

关于空间曲线最著名的整体性定理，可能要算是所谓的 Femrhel 定理了. 

定理 3 (Fenchel 定理） 简单闭曲线的全曲率总是 >2 tt . 等号在且仅在曲线为平面凸曲线 
时成立. 

在开始证明以前，我们来引进一张辅助曲面，它在证明定理4时也是有用的. 

围绕曲线《的半径为 r 的管道，是指参数曲面 


X ( s ， v ) == a ( s ) + r{ncosv + bs \ nv ) , 5 6 [0， Z ] , v G [0,2 tc ] 

这里的 W = 和6 = 6( 5 )，分别是 a 的主法向量和从法向量.容易验证 

| X 5 A X J = BG - F 2 = ^(l-rkcosv ) 2 

我们假定 r 充分小，使得味><1，这里的 々 D = max 丨 Ms ) 丨，这时便为正则，而 
且通过直接计算有 

N= — (ncosw + ^sim;) 

X, A X,，— r{l ~ rk cost ;)N 

% 

N s N v = kcosvincosv + bsinv) kNcosv 


kcosv 


(1 — t^cosv) 


x v A x s 


由此可知，这个管道的 Gauss 曲率 K = z ;) 是 • 


K ( sfv ) 




kcosv 

r (1 - rkcosv) 


注意， X 的轨迹 了可能 会自身相交.但是，如果 a 为简单曲线，就可以把 r 取得足够小， 

使得这种情况不会 发生； 我们可利用[0， Z ] 的紧致性，如同 2.7 中构造管状邻域的情形那样， 

来做到这一点 • 另外，如果 a 是闭曲线，了就是同胚于环面的正则曲面，也称 做围绕 a 的管 
道.以下，我们总假定是这种情形. 

定理 3 的证明 设： T 是围绕的管道，设 R (二： T 是 T 中 Gauss 曲率非负的区域.一方面 


Kd(j ― K \/EG — dsdv 

R JJR 


r3n/2 

kds cosvdv 
J k/2 


2 


k(s)ds 


另一方面，过 R 3 原点的每条半直线 L , 至少可作为1?上的一个法 方向. 这是因为如果我 

们取垂直于 l 的平面 p ， 使得 pn ： r = 0 ， 并将尸 朝了平 行移动（图 5 - 37 )，在它最初与： r 相 
遇的点上，就有 
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图 5-37 


由此可知， R 的 Gauss 映照 JV 把整个单位球面 S 2 至少覆盖 一次； 因而所 

以 a 的全曲率 >2 tt ， 我们已经诹明了定理3的第一部分 . 4 

我们看到， Gauss 映照 N 限制到每个圆周 5 =常数上是 1 对 1 的，而且它的象是大圆 AC ： 

/ 

s 2 . 我们将用 rt czr s 来表示对应于 k > o 点的闭半圆周. 

% 

假定《是平面凸曲线.这时，所有的 IT 就有相同的端点…而且，根据凸性，对 51 关 

% 

h，h ，5 2 e[0, />有 It = 由定理的第一部分推出， )1 Kda - 4 tt ;因此，^的 

k -： w R 

全曲率等于 2 tt . 

现在假定 a 的全曲率等于，由定理的第一部分知， 

Kda ^ 4 k 

Hr « 

我们说，这时所有的 rf 就有相同的端点 f 和 9 .不然的话，就存在两个不同的大圆厂，和厂， 

1 2 

h 任意接近于它们在不属于 N(i?HQ) 的两个对径点相交，这里的 Q 是: T 中具有非正曲率 
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的点集.由此可知，存在两个正曲率的点，它们被 N 映成 S 2 中的单独一点，因为 N 在这种点 
上是局部微分同胚，并且 S 2 中的每一点至少是尺中一个点的象，我们就得到 Kda > 47： , 

JJ R 

这是矛盾的. 

由于我们看到， 了中 Gauw 曲率为零的点是 cr 的从法线与了的交点，所以 a 的从法向量就 
与 直线妁 平行.这样一来，《就落在与这条直线垂直的平面上. 

最后我们来证明 a 是凸曲线.我们可假定 a 的定向取得使它的旋转指标为正.因为 a 的全 

% 

曲率是2 7：，所以有 

•/ CI 

2丌 =\ k \ ds ^ kds 
Jo Jo 

% 

另 一 方面， kds ^ 2tc 

J j 

这里的 j => e [ o , /]; ^(. s -)^ o }. 这个不等式对任何平面闭曲线都是成立的，它可以用本证 
明开头时对尺 CT 用过的完全类似的论证办法推得.这样一来. 

I ri 

kds — | ^ | c / a ' = 2 k 

0 Jo 

所以，々>0，因而 a 是平面凸曲线.证毕. 

注5不难看出，即使 a 不是简单曲线，证明还是通得过的.这时的管道将有自身交点， 
但这对证明是没有关系的.在证明的最后一步 （ a 的凸性），必须看到，我们实际上已经证明 a 

是非负地弯曲的，并且它的旋转指标等于 1 . 回顾命题1 证明的第一部分，容易看出，这就蕴 
涵了 a 是凸曲线. 

I 

我们要利用证明 Fenchel 定理的方法得到更强的 结果： 如果空间曲线是打结曲线（马上要 
定义的一个概念），那么其全曲率事实上大于或等于 

一 条简单闭的连续曲线 CCZR 3 称作不打结的曲线，如果存在同伦 S 1 X 7— R 3 , /=[0, 
1 ]，使得 

HCS 1 X {0})- S 1 
H ( S L X {1})= C ’ 

且. HCS 1 X C ，匚 R 3 

对一切/6[0， 1] 与 S 1 同胚. 在直观上，这意味着 C 能连续地形变到圆周 S 1 上去，使得每一 

个中间位置都与 S 1 同胚 • 这种同伦称为 合痕； 于是不打结曲线与 S 1 合痕.不然的话， C 就称 
作打结曲线（图 5-38) 


不打结的曲线 打结的曲线 

图 5-38 
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定理 4( FarrMilnor ) 打结简单闭曲线的全曲率大于等于 4 tc . 

证明设 C = a ([0, /])，： T 是围绕 a 的管道，并设尺匚： T 是了中 的 E ： 域.设6 = 
6( s ) 是 a 的从法向量，并设 wd 3 是单位向量，对 一 •切 sG [0， Z ] 满足 r 尹 6( a ). 设 h : [0， Z ] 
—R 是 a 沿 r 方向的高度 函数； 也就是 = 0, xo , . e [ o , /]. 很清楚，•为1的 

临界点的充要条件是 I 垂直于处的切线.而且，在临界点有 

4 

各 (/ 1 „) = (^|, v 、 =k<n ， v}^0 

这是因为对一切5, 且 A >0. 于是， 心的 临界点就或者是极大值点，或者是极小值点. 

现在，假定 a 的全曲 率小于4^这便意味着 

i % 

Kda = 2 kds <Z 8 n 
% J R «, 

我们断言，对某个价竽 6([0, /])， \恰好有两个临界点（因为[0, /] 紧致，这两点就对应于 
\的最大值点和最小值点）.不然的话，这时对每个 I ；硭6([0, /])，心就至少有三个临界点. 
我们将假定其中有两点^和&是极小值点，极大值点的情形可类似处理. 

考虑与 u 垂直，且 PDT =0 的平面尸，将它朝 T 平行 移动. 这时有两种 情形： 或者是 
Kis ^^ hjsz ), 或者是，比如说， h v ( s x )< h v ( s 2 \ 在第一种情形， P 在两点…关％处 与丁相 
遇，并且由于 /]), K ( gi )* K ( g 2 ) 为正 • 在第二种情形， P 在遇到之前，将与 

I 

S 

: r 在满足 K ( gi )>0 的点％处相遇.考虑另一张平面 P ， 它与 P 平行，且在 p 上方相距 r 的地 

方 （ r 是管道丁的半 径）. 将 P 进一步往上移，直至它到达 a (^) 处； 这时 P 就在点92关 A 处^与 
了相遇 （图 5-39). 因为&是极小值点，且1；茫6([0, Z ])， 所以 K ( g 2 )>0. 于是无论在何种情 

形， 在丁中 总有使 K >0 的两个不同点，并且 N 将它们映成 S 2 中的单独一点_这与 

' JJR 

8 tc 的事实是相矛盾的.因而证实了我们的断言. 



图 5-39 

设 h 和&是、的临界点，并设 P , 和 P 2 是与叫垂直，且分别经过和 a (5 2 ) 的两张 
平面•.与叫平行且在 A 与 P 2 之间的每一张平面，每 C 将恰好交于两点.用直线段把这些点 
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对连接起来，就生成一张以 C 为边界的曲面，容易看出它与圆盘是同胚的.这样一来， C 便是 
不打结曲线，这个矛盾就完成了定理的证明.证毕， 

习题 

1. 决定图 5-40 中曲线 U )，（ b ), ( c ) 和 （ d ) 的旋转指标 • 



图 5-40 


2. 设 a ⑴⑴， yG ))， ，6[0, /] 是可微平面闭曲线.设 = ( 為， >)6 R 2 , （: r 。， 
>)€ a ([ o , /]), 并定义函数 


a. 


a(t) = 
b(t ) — 


x(t) — x 0 


- Xo ) 2 (yU) - y 0 ) 2 } l/2 

_ • y(Q — yo _ 

{(x(t 0 )-x Q y ~j-(y(t)-y o y} m 


利用 4. 4 的引理 1 证明： 可微 


数 


(pit) = (p Q + (ah’ — ba ^dt v a ~ ? b f == — 

Jo dt dt 

测定了 轴与位置向量 （ a U ) —/>。）/ I a ( t ) — p 0 j 的交角. 

b . 利用 a 证明： 当 a 是可微平面闭曲线时， a 关于化的环绕数是积分 


W 


27CJ 


(ab r — ba f )dt 


0 


3.设[0./]—:2 2 与乂 [0, R ? 是两条可微平面闭曲线，并设点满足扒茫 

a ([0，/]) 和知€#[0， /]). 假定，对每/]， a Q ) 和这两点的距离比 a (，） 和夕。 
这两点的距 离近； 即 ^ 
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\ a(t) — (](t) l<| a(t) — po 1 

利用习题 2 证明： a 关于扒的环绕数等于#关于/>。的环绕数. 

4. a . 设正则平面闭曲线 C 是凸曲线.因为 C 为简单曲线，根据 Jordan 曲线定理，它就决 
定一个内部区域 KCf . 证明： K 是凸集（即， 给定 p ， qeK , 直线段;^仍包含在 K 中； 参 
见 1. 7，习题 9)* 

b . 反之，设 C 是正则平面曲线（不一定是闭的），并假定 C 是凸区域的边界.证明： C 是 
凸曲线. 

5. 设 C 是正则平面凸闭曲线.根据习题4, C 的内部 K 是凸集.设 />0 ^ C . 

& 证明： 连接扒和任意点的直线，在^点不与 c 相切. 

b . 由 a 推出， c 的旋转指标等于 c 关于 扒的环 绕数. 

C , 由 b 推出下列事实的一种简单 证明： 凸闭曲线的旋转指标等于士 1. 

6. 设[0, 是以弧长为参数的正则闭曲线.假定对一切 sG [0, Z ]， 0关 | k ( s ) I 

碡 

<1. 证明： / >2 tt , 且 / = 2 tt 时 a 为平面凸曲线， 

7. ( 平面曲线的 Schur 定理）设[0, 和二[0, /] — R 2 是两条以弧长作参数的 

平面凸曲线，两者具有相同的长度分别用 々和 [来记《和 S 的曲率，并分别用 d 和3记《 
和 S 的 弦长； 即， 

d ( s ) = | ais ) — a (0) | , 5(5) — j a (. s ) — a (0) | 

假定 ^ e [ o , /]. 我们要证明 . e [ o , (也就是，若我们把曲线 
拉直，它的弦就要变长），并且等号对任 se [0, /] 成立的充要条件是，这两条曲线相差一个刚 
体运动.我们指出，这条定理能推广到 S 是空间曲线的情形，它还有许多应用.比较 

S . S . Chern [ lO ], 

下列的纲要或许会有帮助+ 

t 

a . 固定点 $ = 把两条曲线 = y ( s ))， a ( s ) = ( x ( s ) 9 5(>))都放到下半平面 

中去，使得 a (0)， a ( s } ) » a (0) 和 ) 落在 X 轴上，并且: c(h )>_ r (0) ， x ( s } )> x (0 )(jSL 

图 5-41). 设和6[0,力]能使：（^ ) )与1轴平行.选取函数 0 U )， 它可微地测定了: r 轴和 a '( A .) 
的交角，并有沢〜）=0.根据凸性 证明： 一 7 c <<9<7 r . 



图 5-41 
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b. 设 Ms )， 以〜）=0是： r 轴与 7(.0 所成角度的一种可微分的测定方式.（注意， 7(5 。） 可 
以不平行于^轴 .） 证明： &( s )^ d ( s ), 并利用 a 得出 

cl(s \) = cosd(s)ds 5 ^ cosdis)ds ^ dis [) 

Jo J i ? 

% 

等式的情形，只要把你的证明步骤倒回去，并且利用平面曲线的唯一性定理. 

8.( 平面曲线的 Stokei ■定理）设 a: 3 — R 2 是以弧长为参数的正则平面曲线，假定《满足 
下面的 条件： 

1 . a 的曲率严格为正. 

2. Hm | a (.) I = co ； 也就是曲线沿两个方向都向无穷远延伸. 

> ► 丄，， 

3- a 自身不相交， 

这道题的目的是 证明： a 的全曲率 < TC . 

下面的提示可能会有助于 证明. 假定全曲率 >71 而 a 自身不相交.用下列的步骤来导出 
矛盾： 

a - 证明： 存在两点，比如是户= 0：(0 )， g = a (>-, ) , .^>0, 使得分别在点/>， q 的切线 T fi ， 
7；相互平行，而且在弧 a ((0, &)) 中不存在平行于八的切线. 

b * 证明： 当 . v 增加时， a (.0 在一点，比如「，与相交（图 5-42). 


Tn 



c . 弧 a ( — co , 0) 必定与了，在/^与「之间的一点〖相交， 

土用一条自身不交的弧0连接 r ， G 从而使 a 中的弧成为一条闭曲线 C . 说明 C 的 
旋转指标 >2. 证明： 这件事蕴涵 a 自身相交，从而是个矛盾. 

*9. 设以[0, S 2 是球面 S 2 = {(： r ， > z )6 R 3 ; /+父+^ = 1}上的正则闭曲线.假 
定 a 以弧长为参数，并且其曲率处处非零.证明 
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r(s)ds = 0 

J U 

(上述积分，实际上是非平面曲线落在球面上的一个充分条件.这部分内容和有关的结果， 

见 Geppert , “Sopra una caractterizzazione della sfera ，” Ann . di Mat . Pura ed App . XX 
(1941)，59 〜 66; 以及 Segre , “Una nuova caracterizazzione della sfera ,” Atti 

Accad . Naz . dei Lincei 3 (1947) ， 420 〜 422.) 

5. 8 Gauss 曲率为零的曲面 

我们已经看到 （4. 6)， Gauss 曲率恒等于零的正则曲面与平面局部等距.在这一节，我们 
将从它们在中的位置这一观点来看这些曲面，并证明下列的整体性定理. 

定理设 SCR 3 是 Gauss 曲率为零的完备曲面.则 S 为柱面，或是平面. 

根据定义，柱面是这样的一种正则曲面 S ， 过每 一点户 es ， 都有唯一的直线匚 S (铒 
P 的母线）经过，使得 g 关 P 时，直线与 i ?( g ) 或者平行，或者重合. 

在微分几何历史上的一个奇怪的事实是，在其发展过程中，上述定理却是较晚才得到证明 
的. 最初的证明是作为 P . Hartman 和 L , Nirenberg 的一个定理的推论给出的 （“On Spherical 
Images Whose Jacobians Do Not Change Signs ”， Amer . J . Math . 81 (1959) , 901 〜 920)， 他们 
处理的是远比我们的情形更为一般的情况.后来， W . S * Massey (“Surfaces of Gaussian 
Curvature Zero in Euclidean Space’’，Tohoku Math , J - 14 ( 1962)，73 〜 79) 和 J . J . Stoker 
(^Developable Surfaces in the Large » M Comm . Pure and Appl . Math . 14(1961), 627 〜 635) 分别 

得出了这条定理的初等且直接的证明.我们在这里给出的，是经修改的 Massey 的证明.应该 
指出，在 Stoker 的文章中还有一条稍作推广的定理. 

作为开始，我们先来研究零曲率曲面的一些局部性质. 

设 SCR 3 是 Gauss 曲率的正则曲面 • 因为 K = 这里的怂和々 2 是主曲率，所 
以 S 中的点或者是拋物点，或者是平点 • 我们用 P 来记 S 中平点的集合，而且 LT = S — P 来记 
S 中抛物点的集合. 

I 

P 是 S 中的闭集.事实上， P 中的点满足平均曲率 + 为零的条件，根据 H 

的连续性， P 的聚点也具有零平均 曲率; 因此，它也属于由此可知 17-= S — P 是 S 中的 
开集. 

集合 P 与 U 之间关系的一个有益的实例，在下面的例子中给出. 

例1考虑开的三角形 ABC ， 且在其每一边上加一张母线与给定边平行的柱面（见图 5-43). 
可以有一种方法，使这样构造出来的曲面是正则 曲面. 例如，‘为了确保沿开线段 BC 的正则 
性，只要使带状柱面被垂直于 J 5 C 的平面截得的截线 FG ， 具有形式 



就足 够了. 注意，三角形的顶点 A ， B ， C 和这些带状柱面的边 BE ， CD 等等， 不属于 S 用这 
种方法构造出来的曲面 S ， 其曲率集合 P 由去掉顶点的闭三角形 ABC 组成 • 注意 ， P 


图 5-43 

是 S 中的闭集.但是，它不是7: 3 中的闭集.集合 U 由这些带状柱面的内点组成.过 U 中的每 
一点，总有唯一的、与 P 决不相交的一条直线通过. P 的边界由开线段 AS ， BC ; 和构成. 
下面我们将证明，这个例了中的有关性质在-般情形中也会出现. 

f 先，设/因为，是拋物点，点的主方向中有一个是渐近方向，而且在 p 点再也 
没有其 他渐近方向.我们要证明，经过々的唯一的渐近曲线是直线段. * 

命题1设曲面 S 的曲率那么，经过拋物点 Z >6 LTC ： S 的唯一渐近线，是 S 中的 
(开）直线段. 

证明因为/>不是脐点，可以用 XU ，= X 来表示 P 的一个邻域 VCXT , 使得坐标曲线 
是曲率线.假设常数是渐近 曲线； 也就是，它的法曲率为零.然后，根据 Olinde 
Rodrigues 定理 （3. 2，命题4)，沿常数有 = 0. 因为过邻域 V 中的每一点，有曲线 v = 
常数通过，所以关系式 iV « = 0 对 V 中的所有点成立. 

由此可知在 V 中 

( X , N >„ = < X „, N ) + < X , N I( > = 0 

因此， 

(XjN) ― <piv) ( 1 ) 

这里的 〆 t ；) 是仅含 x ; 的可微函数.将 （1) 式关于 w 微分，有 

( X , N V > = <p { v ) (2) 

在另一方面， 义与1^垂直， 且由于 V 中点为抛物点， Np 不为零 • 所以， iV 和 iV v 是线 
性独立的.而且，在 V 中有 

现在我们看到，沿曲线常数=训，向量 N ( m ) = N 。， 且 NuU ) = (7 V v ) q -= 常值. 这样一 
来，等式 （1) 就蕴涵曲线义(《，外）落在与常值向量垂直的平面上，而等式 （2) 则说明这条 
曲线属于正交于常值向量 （ Nd 。 的平面 • 所以，这条曲线就含在两张平面的交集中（这个交集 
存在是因为/ V 。和 （ NJ 。 线性独 立）； 因此，它是一条直 线段. 证毕. 

注的条件，对上命题来说是不可少的 • 例如，旋转环面的顶部平行环，是由抛物 
点组成的渐近曲线，但它不是直线段. 





现在我们来看看，当延拓这条线段时会发生些什么情况，下面的命题说明（参见例1)，延 
拓线与集合 P 不相 交； 或者它“终止”在 S 的边界点上，或者它不定地留在中. 

为方便起见，采用下面的术语，过点的一条渐近曲线称为 极大渐近线， 如果它不是 
某一条经过 P 的渐近线的真子集. 

命题 2( Massey ， 见上面的引文） 设曲面 S 的曲率 K $0， r 是经过拋物点€ UCS 的极 
大渐近线，并设 PCS 是 S 中平点的集合，则 rf]P = 0. 

命题2的证明依赖于下面的局部性引理，为此要用到 Mainard ' i - Codazzi 方程（参见 4. 3). 
引理1 设曲面 S 的曲率为零，/>是3的拋物点.设是经过户的渐近曲线的弧长，并设 
H 二 HG ) 是沿这条曲线的平均曲率.那么，在 U 中成立 

餅。 

引理1的证明 在々的邻域 VCZL 7 中引人坐标系 （ M ， I ；)，使得坐标曲线是曲率线，并使曲 
线'^=常数是 V 中 的渐近曲线，设〜/, &是这种参数表示下的第二基本形式的系数.因为 




0,且曲线常数 ， u = W (. s ) 必须满足渐近曲线的微分方程 


clu 

T $ 


+ 2 / 


du dv , / dv^ 

ds ds ^\ds 


我们得到 e = 0. 在这些条件下，平均曲率 H 就为 


H 


々1 +办 


E 




(3) 


把 F = = 0 的值代入 Mainardi - Codazzi 方程 （4. 1，等式 （7) 和 （7 a ))， 我们得到 


G ' 


ffiu 

G 


(4) 


由（ 4 )的第一式可知， E .-0. 于是仅是《的函数*所以，可作参数 变换: 




V ， 




E(u)du 


我们仍用 u ， ^来记新 参数. 现在《 就度* 了沿曲线^；=常数的弧长，从而 £=1. 
在新的参数表示下 （ F =0， E = l ) , Gauss 曲率的表达式为 


K 




所以， 


VG = C\(v)u + c 2 (v) 


(5) 


式中的 a ( zO 和 c 2 ( v ) 仅是 r 的函数. 


另一方面， （4) 中的第二个方程可写成(兄关 0) 


Ru _ 

g 


J_ G„ 

2 V^VG 7 


(^/ G) u 


因而， 




(t ； )v / G 


(6) 


这里的是 v 的 函数. 把等式 （5) 和 （6) 代人 （3)， 我们得到 
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H = 


c 、 (v) VG 丄 c 3 (v) 

^/G v5" 2 Ci (v)u + c 2 (v) 


最后， 


回忆起 《 = h 并对上式关于 . S 微分，就有结论 


ds 2 




证毕. 


命题2的证明 假定经过/>点、以弧长为参数的极大渐近线 r 含有点 qGP . 因为 r 连通, 
U 为开集，所以就有 r 上的点/)<>，它对应于 5 。，使得/>。子尸，且 r 上满足的点均属于 U . 
另外，由引理1我们已知道，沿 r 当时有 


H(s) = 


as + b 


式中的〃与6是常数.因为平均曲率在 P 中的点上为零，我们得到 


H ( p 0 ) = 0 = limH (5) = lim 

这个矛盾就证明了命题.证毕. 

现在设 Bd ( L 0 是在 S 中的 边界； 也就是说， Bd ( L 7) 是点 pGS 的集合，使得/>在5中的 
每个邻域都含有 U 中的点和 S — L / = P 中的点.因为 U 是 S 中的开集，所以 Bd ( U ) C = P , 而 
且，由于边界点的定义关于 U 和 P 是对称的，我们便有 

Bd ( LT ) - Bd ( F ) 

下面的命题说明（恰好与例1中一样），集合 Bd ( L 7) = Bd ( P ) 是由直线段组 成的： 

命题 3 ( Massey ) 设曲面 S 的曲率 / >6 Bd ( l 7) CS 是这个曲面的抛物点集合 U 的边 
界点. 那么必有唯一的开直线段 C (/ OC ： S 通过 p 点.而且， CCp ) C ： Bd ([；) ; 即， L / 的边界由 
直线段构成. 

证明 设/ > eBd ( U ). 因为/>是17的极限点，所以能选到序列{么}， p n eu , 使 = 

P . 对每个 A ， 设 C ( A ) 是经过/>„的唯一极大渐近曲线（开直线段 ）（ 参见命题 1). 我们将证 
明，当 n —► oo 时， C ( h ) 的方向趋向于一个不依赖序列{夕„}选择的确定方向. 

事实上，设 2 CIR 3 是/>附近充分小的球面 • 因为球面2紧致，0(々„)和2的交点{%}至少 
有一个聚点这时 g 的对经点也同样是聚点.如果除了 g 和它的对径点以外，存在另一 

个聚点 r ， 这时经过任意接近的两点 a 和户„，就会有渐近线 C (九） 和 CC /^) 通过，它们的交 
角会大于 


. 6 = I 角度 （pq ， pr ) 

这与渐近线的连续性是矛盾的.由此可知，直线 C (/>„) 有极限方向 * 用类似的论述方法可证 
明，这个极限方向，如前所述，与使的序列{九}的选择无关 • 

因为的方向收敛，且 A — P ， 所以开直线段 C ( p „) 就收敛于通过 p 的线段 c ( f ) c : s . 
线段 c (>) 本身不会退化成点.不然的话，因为 c ( pj 是极大渐近线， pes 就会是不属于 s 
的 C ( A ) 的端点的聚点（参见命题 2). 根据相同的理由，线段 C (/0 不含它的端点 • 
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最后，我们将证明 C (/0 CBd ( L 7)* 事实上，若就存在序列 

iqj ^gn 6 C(/)J c ： L/ ， 使得 lim<^ = g 

这时， geL / UBd ( U ), 假定 g $ Bd ( LJ )， 贝 IJg 6 U ， 并且，.由渐近方向的连续性知， C ( f ) 是经 
过々的唯一渐近线，根据命题2，这就蕴涵这个矛盾的结论，因此， geBdd /), 也就 
是， C (/>) CBd ( L /), 从而完成了证明.证毕.^ 

现在我们已能证明本节开头所述的整体结果. 

定理的证明 假设 S 不是平面，则（3.2，命题 5) S 就含拋物点.设 L ； 是 S 中拋物点的 
(开）集合， P 是 S 中平点的（闭）集合.我们将用 intP 来表示 P 的内部，即具有整个落在 P 中 
邻域的点构成的集合. intP 是 S 中仅含平点的开集.所以， intP 的每个连通分支就落在一张 
平面中（3.2,命题》）， 

我们先来证明，如果 gGS 且 (? 芒 intP ， 则有唯一的直线 i ?( g ) C = S 经过 g 点，而且两条这 
种直线或者重合，或者不相交. 

事实上，当 g € t / 时，就有唯一的极大渐近线 r 经过 g . r 是直线段（从而是测地线）且 rR 
P = 0( 参见命题1和命题 2). 把弧长取作 r 的参数，我们看到 r 不是有限线段.不然的话， 
就有一条不能对一切参数值均能延拓的测地线，这与 S 的完备性是矛盾的.所以， r •是整条直 
线 RQ )， 并由于 r flP =0， 故由此可知，当/>为[/中的另一点，且/>磋尺（ 9 )时， 
有 R (/>) DR ( g ) = 0. 否则的话，在交点处就会有两条渐近线通过，这与已述的唯一性是矛 
盾的. 

另一方面，若 geBd ( L /) = Bd ( P )， 则（参见命题 3) 有含在 Bd ( U ) 中的唯一开直线段经过 g 
点. 根 据上面的论证方法，这个线段能延拓为整条直线 R ( g ) C ： Bd ( l 7), 并且如果 />6 Bd ( L 0, 

p ^ R ( q ), 则尺（/0门尺（</) = 0. 

显然，因为 U 是开集，如果而 />6 Bd ( L 0, 那么 = 0 /这样 一来，在 

& i n tP = L / UBd ( L 7) 的每 一点， 就有唯一的一条落在 SintP 中的直线通过，而且任何两^这样 

的直线或者相同，或者不相交.如果我们能证明这些直线平行，那么我们就有 Bd ( t /)( = 

Bd ( P )) 由平行直线组成，以及 intF 的每个连通分支是由两条平行线界定的平面中开集的结 

论*这样一来，经过每一点 reimP ， 就有平行于公共方向的唯一直线 KU ) C = imP 通过.由此 

可知，在 S 的每一点， 都 有唯一的母线通过，且这些母线互相平行，也就是说，如我们所希望 
的， S 是柱面 • 

为了证明经过 aUBd ( LJ ) 中点的那些直线平行，我们的做法 如下. 设 gELTUBcKU 〉， 而 

因为 S 连通，存在弧 a : [0， Z ]— S ， 使得 cr (0) =/>， < y (/) = g . 映照 exp〆 ( S)—►S 

♦ 

是覆盖映照 （5. 6,命题 7)， 并且是局部等距 （5. 6,引理1的推论）.设[0, Z ] — T ,( S ) 是 a 

的以原点 0 G 7^( S ) 为起点的 提升. 对满足 exp ; ⑴ = tf ( z ) eUUBd ( L 0 的每个设 c 是以 

为起点的 i ?( a ( z )) 的提升.因为 ex Pp 是局部等距， r 便是： T / S ) 中的直线. 

我们来证明当 r 2 e [0, Z ] 时，直线~和 r , 2 平行. 事实上，若有 
n r , 2 ，则 

exp〆 !；） 6 R ( a ( tx )) H R ( a ( t 2 )) 
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这是矛盾的. 

到目前为止，当 a (/) emtP 时，我们还没定义过 i ?( aU )). 现在就来做这件事.当 J ( f ) 满 
足时，在： r p ( s ) 中，我们过 5(0 画一条平行于刚才得到的公共方向的直 

f 

线 r . 显然有 exp ^( r ) CZintF , 并且，由于 exp A ( r ) 是测地线， exp ，（ r ) 便是含在 S 中的整条直 
线.这样，对每个，6[0，/]， 直线尺 UG )) 都有定义. 

我们现在来证明，直线 R ( a (?))，^[0, 全是平行线.实际上，由通常紧致性的论证方法， 
可找到有限个开区间…， 忍来覆 盖区间[0, /]，使得包含在 《 a )， 的邻域 w 
中，且 exp p 在％上的限制是等距.现在看到，当时，与 
R ( a (/ 2 )) 平行，事实上，因为\与\平行，且 exp , 是乂中的等距，所以开线段 exp / r , 3 nW ) 就 
与 cxp / r ,^ DV f ) 平行；这说明直线 ex P , r ^ 二 KGh )和 exp & =_ R («(/ 2 )) 有平行的开线段，因而是 
平行的.然后，把[0, i ] 分解为 L ， …， L ， 我们能一步步地证明直线⑴)全是平行的. 

特別地有，直线平行于若.、是 uUBdOJ ) 中的另一点，则用同样的论述方法 
知，尺⑴与 i ?( p ) 平行，因此也与 R ( g ) 平行.这样一来，已经证明经过 C 7 UBd ( L 7) 的所有直线 
都是平行的，因而也就完成了定理的证明.证毕. 

5. 9 Jacobi 定理 

测地线 y 的基本性质 （4. 6性质 4) 是： 当7上的二点/>和9充分接近时，那么 y 使和 g 
之间的弧长极小化.这意味着 > 和 g 之间 y 的弧长小于或等于连结/>到 g 的任何曲线的弧长. 
现在假定我们沿着从 一点々 出发的测地线 y 走.那么很自然地 会问： 在多长的范围内测地线 y 
能使弧长极小化.如在球面的情形，从一点/>出发的测地线（经线）一直到 p 点关于 y 的第一共 
轭点都是最短曲线（即直到 P 的对径点）.过了对径点，正像我们可以直观地从下列考虑看到 
的，测地线就不再是最短曲线. 

球面上连结两点 p 和 g 的测地线可被想像成连结球面上给定两点的弹性线.当弧 G 小于半 
径线且点/>和9保持固定，那么不增加其长度就不可能移动这条线，另一方面，当弧^大于半 
径线时，这条线的微小移动 （户和 g 均固定）就会“放松”这条线（见图 5-44). 换句话说，当 g 超 
过 P 的对径点时，就可能得到连结 > 到 g 的一些曲线，它彳1 : ]接近于测地 线弧巧 并且比这弧更 
短.显然，这远不是数学证明. 

本节中我们将开始研究这个问题，并且证明 Jacobi 的一个 
结果，它可大致描述 如下. 从一点 f 出发的测地线 y ， 相对于 y 
的“邻近”曲线，只到 p 关于 y 的“第一”共轭点才是最短的（更严 
格的叙述将在后面 给出； 见定理1和 2), 

为简单起见，’本节中所论的曲面都假定为完备曲面并且测 
地线都以弧长为参数. 

我们需要一些预备的结果. 

下列引理说明 7；( S ) 中以0 6 T / S ) 为原点的一线段在指 
数映照 exp p ; T P ( S ) — S 下的象（从/>出发的测地线）相对于 图 5-44 
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T P ( S ) 中连结上述线段端点的曲线在 exp p 下的象是最短的. 

更细致地说，设 

p & S ’ u G T P ( S ) ^ / — | « | 0 

且设^ [0, /]— t ;( s ) 是： r 〃（ s ) 中的直线，定义是 

y ( s ) = sv , a : € [0 ， Z] ， v = - u , 

« I 

设 [0， 门 — T / S ) 是 7%( S > 的可微参数曲线，满足 S (0)=0, a (/) = u* f 若 a ( s )^ Q . 

而且，设（图 5-45) 

a ( s ) = exp〆 ,、） 及 /(•、')= exp ^ y ( t v ) 



图 5-45 


引理 1在上述记号下，我们有 
hl ( a )> Ur ^ 其中 /( )表示对应曲线的弧长. 

加之，若 J (. v ) 不是 expp 的临界点，56 [0, /], 且若 a 和 y 的轨迹是不相同的，那么 
2. Ka )>/(7> - 

证明 设 hd / | a (.) I = r , 且设 n 是: T P ( S ) 的单位向量，满足彳，《>=0.在 T ,( S ) 的 
基 （7, W 下我们能记（图 5-45) 

a / ( 5 ) = or bn 

其中 a — (a ( s ') ,r> • 

_ ♦ 

b = ( a (. s ) f n ) 

根据定义 a ( s ) = ( Jexp ^) a (s) (a ( s )^> 

— aWexp 户） a 。 ) （ r) + 6( Jexp p )a Cf > in) 

所以，利用 Gauss 引理（见 5.5 引理 2) 我们得到 

<a / ( 5 ) ,a (5)) = a 2 + c 2 
c 2 = 6 2 I (,dexp p )a U )(n) \ 2 


其中 
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由此得 ( a ( s ), a \ s )) ^ a 2 

另一方面， 

d 广 f w\2 ( a f is ) ^ a ( s )) 厂，， 、 \ 

— iais ) ， a (>)> =,=<a ⑴ 9 r > = a 

as ( a ( a )， a (. s ) > 

所以， 

1( a ) = (a ( s ) ( s )) [ 2 ds ^ ads 

Jo Jo 

=- 7 -< a(.0 2 ds = | ad ) \ = l = liy ) 

J o as 

这就证明了第一部分. 

为证明第2部分，让我们假定 Z ( a ) = Z ( y ). 那么 

(a ( s ) ya ( s )) 1 2 ds — ads 
Jo Jo 

且因为 ( a ' Cs ),^( i )) 1 2 

上式中等号对每个 /] 成立.所以 

c — I 6 ! I (afexpp)a(o (n) 1 = 0 

因为 h . O 不是 exfv 的临界点，我们有 6^0. 这样得到，曲线 S 的所有切线都通过： T P ( S ) 的原 
点 O . 所以 S 是丁 〆 S ) 中通过 O 的直线.因以/)=只/)，直线 S 和 p 重合，这样就和 a 及 y 的 
轨迹不同的假定矛盾.从这个矛盾得到 /( cr )> Ky ), 这就证明了第2部分而结束了引理的证 
明.证毕. 

▲ 

现在我们可以证明，如果一条测地线弧不包含共轭点，则它使弧长局部极小.更确切地， 
我们有 

定理 l ( Jacobi ) 设 y : [0, /]— S ， y (0) = /> 是无共轭点的测 地线； 即 ex Pp: T / S )— S 在 
7\( S ) 的直线 } U )= s /(0), 5 G [0, /] 上是正 则的. 设 / i : [0, /] X (~ e , e )— S 是 y 的正常变 
分.那么 

1_存在5>0, 使得若 6( —沒 ，幻 ，贝 IJ 

L(t) ^ L(0) 

其中 L (/) 是曲 线心： [0, /]— S 的长度， h t ( s )= h ( s f O . 

2,又若心的轨迹不同于 y , 那么 L (/)> JL (0). 

证明 证明实质上在于说明对每个 £6(— S ， 5)， 能将曲线提升为 7%(5) 的曲线 &， 使 
心（0)=0,心（/) = ?(/)，然后利用引理 1. 

因为 exp A 在 7%( S ) 中直线 f 上的点是正则的，对每个 s 6[ 0 , Z ] 存在的一个邻域 LT , 
使 exp 。 限制于 L /, 是一个微分同胚.邻域族{17,}，5^ [0, Z ] 覆盖了 y ([0, /]), 且由紧致性， 
能取出有限子族，如 IA ， •••，{；,,覆盖％[0, /])• 由此得到，我们能分割区间[0, /] 如下 

0 = M …< s n < Vh = L 、 

使 WO , S H 1 ]) 匚 I /,， i = l ， …， 72. 因为 / l 是连续的， U ， 是紧致的，那么存在次> 
0,使 
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/ i ([ A , ] X (— Si ，及 ））CZ exp ^ dJ ；) — Vi 

置及 = min ( A ， …，* U . 对 6(— 幻 ，曲线 A f: [0, /]— S 可按下列办法提升为以 l (0)=0 
为起点的曲 线心： [0, /]— 丁 〆 S ). 设 4 U ， &]，那么 

/ i ,( s ) = exp ^ 1 (/ i /( s )) 

其中 exp 广是 exp p: LA — Vi 的逆映照，再应用我们在覆盖空间中用过的技巧（见 5. 6性质 2) ， 
我们能将心拓广到任何 se [0, Z ] 而得到心（/) =》(/)• 

用这种方法，我们得到 7(.0 ^expj (•、■)，及& ( a ) (5) ，(—5，5)，且心（0)= 

0, ^, (/) = /(/). 再应用引理1于现在情形就得到所要的结论，证毕. 

注1不含共轭点的测地线7,相对于不在 y 邻域中的曲线可能不是最短.例如，在圆柱 
面中，（它无共轭点）就会发生这种情况，读者从观察其上的闭测地线容易验证这一点， 

这情形涉及到共轭点只提供我们指数映照的微分性质，即在给定测地线附近的测地线“伸 
开”的速率.另一方面，.测地线的整体性质是被指数映照本身所控制的.即使当它的微分处处 
非奇异时，它仍可以不是大范围1对1的. 

会出现同样情况的另一例是椭球面(这次是单连通的），读者可从 5. 5椭球面的图（图 5-19) 
看出. 

对于从 P 点出发的测地线在大范围终止极小性质的点的轨迹（称为/>的割迹)进行研究，在 
微分几何中对某些整体定理来说是极从重要的，但本书中将不作考虑. 

现在，我们来着手证明含有共扼点的测地线 y 不是弧长的局部极小 曲线； 即“任意接近于” 
y ， 总存在一条连结它两个端点的曲线，其弧长比 y 更短. 

我们需要一些预备知识，首先是将测地线的变分定义推广到分段可微的情形. 

定义1设7: [0, 是 S 的测地线，并且设 

A :[0，/] X (— e ， e ) — S 

是连续映照，满足 • 

= Y(s ) ， s ^ [0，/] 

如果存在[0, Z ] 的一个分割 

0 =知 < h < s 2 < …< ^ < = / 

使得 X (― €» e ) S , i — 0，1， …， w — 1 

是可微的，那么 A 称为 y 的分段变分.如果 M 0，/)-= y (0 ) r h ( l 9 d = y (/) 对任何 r 6(— e ， e ) 
成立，则该分段变分称为是正常的. 

现在，对沒[0, /] 变分曲线圮⑴是分段可微曲线.变分向量场 = ( a A / ao ( s ，0) 

是沿 y 的分段可微向量场，即 V : [0, /]— R 3 是在每个[^，中可微的连续映照.如果对 
于疋 [0, /] 有 < VG >， /(5)>=0,则分段变分 A 称为是 正交的 • 

用完全类似于5_ 4性质1的办法，可以证明沿 y 的分段可微向量场 V 引出了 y 的一个分段 
变分，它的变分向量场就是 V . 并且，若 

V (0) = VU ) = 0 

那么变分可取为正常的. 
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类似地，函数 L : 


(一 e ， e)—jR (变分曲线的弧长）被定义为 


"—1 

L (/) = S 

0 




ds 一 

，/ 



3 s 

J 

1 

0 

cl S 


ds 


根据5_4引理1，这个和式的每个被加项在0的一个邻域中是可微的.所以， L 在（一匕幻中 
是可微的，如果^是充分的小. . 


对正常、正交的分段变分，弧长的第二变分 （ L "(0)) 的表达式，完全和 5. 4性质4所得到 
一样，这很容易被验证.这样，如果 V 是沿测地线 y : [0, 分段可微向量场，满足 

{ Vis),y is )) = 0, .v e [0， Z ], 并且 V (0) = V ⑴ = 0 


那么 


Ll (0) 




DV DV 

els ’ ds 


- K (. s )< V (. s ), V ( a ')> )ds 


现在，设 y : [0, S 是测地线，且以 f 表示沿 y 的分段可微向量场的集合，它们都正 
交于7，即如果那么 < V (5)，/ Cs )>= o 对所有56[0， /] 成立 • 注意， t 关于通常加法 
及实数数量乘法构成一个向量空间.以 


HV . W ) 




DV DW 

ds ds 


- K ( s )( V ( s ), W ( s )) )ds 


定义 映照 ： h fx , 其中 v ， weu. 

容易验证， J 是对称的双线性 映照； 即 J 关于每个变量是线性的并且/( V ， W ) = I ( W . 
v ), 所以，/确定了 f 中的一个二次型 z ( v ， v ). 这个二次型称为 y 的指标形式. 

注 2测地线的指标形式由 M . Morse 引入，他证明了下列 结果. 设 y (5。） 是 y (0) = p 关于测 
地线 y : [0， /]—* S ， /]，的共 辆点. 共扼点 y ( s 。） 的重数是 丁。（.、•）中使 ( c/eypp > ( w ) = 0 
对任何成立的最大子空间 E 的维数.在向量空间 E 中二次型 Q : 的指标数是£：中使 

Q (“)<0，的子空间 L 的最大维数 • 在这样术语下 ， Morse 指标定理可叙述 如下： 设 y : [0, 
/]— S " 是测地线，那么， y 的二次型/的指标数是有限的，并且它等于在7((0, Q 中 y (0) 的共轭 
点数，每个共扼点以其重数相 计算. 这个定理的证明可在 J . Milnor，Morse Theory，Annals of 
Mathematics . Studies , Vol 51, Princeton University Press , Princeton , N ， J . ， 1963 中 找到. 

对我们，只需要下列引理. 


引理 2设 t 是沿测地线[0， /]— S 的一个 Jacobi 场，并且那么 


7( V , W ) 


DV 

ds 


⑺， W(l) 


DV 

ds 


(0), W(0) 


证明 从 


雖斗 < 


D 2 V 


w 



DV DW 

ds ’ ds 


我们可将 / 写成形式(见 5. 4注 4) 


I ( V , W ) 


DV 

ds 





D Z V 


+ K ( s ) V ( s ) » W (5) / ids 


从 V 是正交于 y 的 Jacobi 场知，第二项的被积函数为 0. 所以， 


/( V , W ) 




DV 

ds 


⑺， WU) 


DV 

ds 


(0), W (0) 
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证毕 • 

现在，我们能证明 

4 

定理 2( Jacobi ) 如果我们设 y : [0，是 S 的测地线且设 yU ) Gy ((0，《) 是 y (0) = 
户关于7的共轭点，那么存在 y 的一个正常分段变分[0， /] X (- £ , e ) — S 和实数 S >0, 

使当 r 6(— 5，们时我们有 LU ) CL ( O ). 

证明因为 yCv >) 是户关于7的共轭点，存在一个沿 y 不恒为零的 Jacobi 场使得 J (0) = 
J (. Vo )-0. 根据 5. 5性质4得到，对6_6[0， /] 有 〈 JG )， /(5)) = 0.并且， （ D // A ) u ) 尹 0; 
否则 J ( A )=0. 

设孑是沿7的平行向量场，满足 5 u ) = — ( Dj / A ) u ), 且/: [0, /]—] 是具/(0)= 
/(/)=0, /(〜）=1 的可微函数-定义 4[0, /]• 

对每个 实数彳 >0,定义沿 y 的向量场' 

Y jj ( s ) + rpis ) ，当5 6 [0, V ] 

9 \7) z { s ) , 给5 6 [知，/] 

'是正交于 y 的分段可微向 量场. 因\%(0)=1%(/)=0,它引出了 y 的一个正常、正交的分段 
变分. 我们来计算 L 〃( o ) = iav y 9 ). 

对0到〜之间的测地线段，我们将利用 J 的双线性和引理2得到 

I .^( Y n , Y n )^ I Siy (J + V z, J + V Z) 

二 L 0 (J ， J) + 2^/， o (/, z)+Tj 2 I Sq (z, z) 



二 一 2r ! (a 'o> +rfls 0 (z, z) 

4 

其中 \ 表示对应的积分限是从0到&.用/表示0到/的积分且注意到积分是可加的，我们有 

KYjj »Y,) — — 2t} ^-(^o) + 7j 2 1(z 9 z) 

t 

我们观察到，若卩二价充分小，上述表达式是负的 • 所以，取 y *， 我们将得到一个正常 
的分段变分使 L "(0)<0. 因1/(0) = 0,这意味着0是 L 的局部极大值点，即存在$>0使当 

s ), ，关0时 ud < L ( o ). 证毕. , 

注 3 Jacobi 定理是前面注 2 中所引的 Morse 指标定理的特殊情形.实际上，指标定理证 
明的关键点实质上是定理2证明中给出的想法的推广. 


习题 


L ( Bonnet 定理）设 S 是具 Gauss 曲率 iC >3>0 的完备 曲面. 根据 5. 5习题5,每条测 
地线 y : [0， oo )— S 在区间（0, ？ r / v 幻中有 y (0) 的共轭点.利用 Jacobi 定理来说明 S 是紧致的 

并且 直径 〆 SXir / v 百 (这给出了 5. 4 Bonnet 定理的新证明）. 

2•(完备曲面上的直线）对测地线( — 00 ， 00 )— S 如果其上任两点间的长度实现它们 
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间的（内蕴)距离，则 y 称为直线. 

a . 说明过完备的柱面: r 2 +/ = l 的每一点有一条直线. ， 

b . 假定 S 是具 Gauss 曲率 K >0 的完备曲面 • 设 y : (—⑴， oo )— S 是 S 上的测地线，且 
设 J ( S ) 是沿 y 的 Jacobi 场满足<只0), /(0)>=0，1 7(0) | -1, 及 ^(0) = 0.在了_(5)取 
一个标准正交基仏（0) = /(0)， e 2 (0)}， 将它们沿 y 平行移动得到丁# ( S ) 上的基 ^(. s -)， 

说明对某函数有 = 而 J 的 Jacobi 方程化为 

u + ku — 0, «(0) = 1, t /(0) =0 ( * ) 

c . 将 5. 5习题3部分6中的比较定理推广到现在情况.利用 K >0 说明能取充分小的 e > 

0使 

w ( e )〉0， w (— e )〉0， u ( e ) <C 0, u {— c ) > 0 

其中《(.、0是（ * ) 的解.将 （* ) 与 

v 〃 (.s) = 0， vie ) = u ( e ) » x /( e ) = w '( e ) 对 G [ e ，°°) 

及 = 0 ， w (— e ) = w (— e ), e ) = u (— e ) 对 s 6 (— o °， 一 e ] 

进行比较，说明如 果〜充 分大，那 么/⑴ 在区间 （一 知）中有两个零点. 

d . 利用上面结果 证明： 具正 Gau % 曲率的完备曲面不含有直线. 

5. 10抽象曲面及其进一步推广 

I 

在5.11，我们将证明 Hilbert 的一个定理，它断言在 R 3 中不存在负常曲率的完备的正则 
曲面. 

实际上，定理还要更强一点.为了理解 HUbert 定理的正确的叙述及其证明，引进抽象的 
几何曲面的概念是方便的，它从下列考虑而产生. 

迄今为止，我们处理过的曲面是 R 3 中的点集，在它上面可微函数是有意义的.在每点 
P 6 S 我们定义了切平面： T P ( S )， 并且将 p 周围的微分几何发展为对: T / S ) 变化的 研究. 但是， 
我们注意到所有内蕴几何的概念 （ Gauss 曲率，测地线，完备性等）只依赖于在每个 r p (s) 上内 

积的选取.如果我们能够抽象地定义一个集合（即不参考于 R 3 ), 使在它上面可微函数有意义， 
那么我们最终也许能将内蕴几何推广到这样的点集上. 

下面的定义是从第2章中归纳出来的结果 • 历史上，它的出现经历 T 相当长的时间，也许 
是由于在 R 3 的曲面定义中，参数转换的基本作用没有很清楚被理解所致 . * 

定义 1 抽象曲面 （2 维微分流形）是一个集合 S 以及从 R 2 中的开集 LT b C = R 2 到 S 中的1对1 
映照 族弋： U a — S , 满足下列 性质： 

L \ JX a ( U a ) = S ； 

a 

2. 对&(1/ (1 )门；^(1^)=沢关0的每对《,存， ( W) t UW ) 是 R 2 中的开集，并且 
Xf 。\， JC 1 。：^是可微映照（图 5-46). 

( U a ， X a )， 称为 S 在/>点附近的一个参数表示（或坐标系） X / L / J 称为坐标邻 

域，并且如果9=又（£^， ) 6 S t 我们说 （ i ^， tO 是 g 在这个坐标系的坐标. 族 { U a , 称为 
S 的微分结构. 
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图 5-46 


从条件 2 立即得到“参数变换” 

X ； 1 。 :? —x: i (w) 

是一个微分同胚. 

注 1 有时对定义 1 加上进一步公理是方便的，即所谓关于条件 1 和 2 的微分结构是极大 
的.这意味着满足条件 1 和 2 的任何其他族也已包含在族 { L 7„， 七}之中， 

将上述定义和 R 3 中的正则曲面的定义 （ 2 . 2 定义 1 ) 相比较，说明主要点是在抽象曲面定义 
中包括了参数变换的规则（它对 R 3 中曲面是一个定理，参见 2.3 性质 1 ). 因为这是使我们能在 
R 3 中的曲面上定义可微函数的性质（见 2. 3定义1)，我们可置 

定义2 SS , 和&是二张抽象曲面.映照 h S !— S 2 在点是可微的，如果在 

周围给定一个参数表示 Y : VG = R 2 "- S 2 存在 p 点附近的一个参数表示 X : LJCR 2 — Sl 使 
多(乂(17))(=^\0并且映照 

jT 1 4 o X o oT ' ( U ) C ： R 2 — R 2 (1) 

在点是可微的 • 如果 $ 在每点 /^eSi 是可微的，那么上是可微的（图 5-47). 

显然，根据条件 2 ,这个定义考不依赖于参数表示的选取.映照 （1) 叫做#在参数表示 X ， 
Y 下的表示. 

这样，在抽象曲面上，说可微函数是有意义的，我们已经朝内蕴几何的推广走了第 

一■步 ♦ 

例 1 设 S 2 = {( jt ，： y，G R 3 ; x 2 + y 2 + 2： 2 =l } 是单位球面，且设 A : S 2 — S 2 是对径映 
照，即 A ( j ：， 3 ；， 2 ) = (— x ，一 3 ;， — z ). 设 P 2 是从 S 2 借助于等同户与 A (/>) 而得到的集合， 
而且 TT : s 2 — P 2 表示自然映照 Adp )}. 用坐标系又 ： R — 覆盖 S 2 , 且满足 
X fl ( U a ) nA 。 X a (UJ — bkS 2 是正则曲面及 A 是微分同胚的事实得到 P 2 在族 iU a , tt 。 X a } 下 
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图 5-47 


是抽象曲面，仍记为 P 2 . 它叫做 实射影 平面. 

例2设丁匚 R 3 是以（0, 0, 0)6又 3 为中心的旋转环面 （2. 2例4)，设 A : : T — 了由 A (工， 
> z ) = (— sc ，- y , —幻所定义（图 5-48). 设 K 是: T 在等价关系 p 〜 A ( A ) 下的商空间且用 
7 T ： 了― K 表示映照 7 C (/0 = {/>， A ( p )}. 用参数 表示； C ， 1^ — 丁覆盖1\ 且满足 X fl (UJD 
A 。= 0 .和前面一样，可以证明 K 在族 pXJ 下是抽象曲面，它称为 Kiehi 瓶. 



图 5-48 


现在我们要使抽象曲面 S 上每一点对应一张切 平面. 利用我们在 R 3 中曲面的经验仍是有 

益的 （2*4). 那里，某点的切平面是切向量的集合，该点的切向量被定义为曲面上曲线在该点 

的速率 • 这样，我们必须定义什么是抽象曲面上曲线的切向量.因为没有 R 3 可依靠，我们必 
须寻求曲线切向量的不依赖于; R 3 的特征. 

I 

下列的考虑产生了后面要给出的定义.设(— e ， e ) — R 2 是 R 2 中的可微曲线， a (0) = 
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P . 记以？ ）= (“ U )， v ( 0 ), e ) 以及 </(0) = ( 1 /( 0 )， i /(0))= 比.设 / 是定义在/> 点 

领域中的可微函数.将/限制于《且记/关于 w 的方向导数 如下： 


d(f^ g) 
dt 


3 f du 丄 d f dv 


3 u dt 


d v dt 


=\u(0) -|~ + ^(0) H/ 

( d U d V) 

这样，沿向量加的方向导数是一个只依赖于功的作用在可微函数上的算子 • 这就是我们要找 
的切向量的特征. 


定义3可微映照(― e ， e )— S 称为 S 上的一条曲线.假定 a • (0)=0 且设 D 是 S 上 
在/>点可微的函数的集合 • 曲线 a 在/ = 0的切向量是函数 a '(0) : D — :又，定义为 

a ， (o)(/) = dCf d ° t a) ，/ e D 

在点 a ’ 的切向量就是某条曲线 a : (― e ， e )— S ， a (0) = /> 在/ = 0的切向量. 

在点 P = i ( 0 , 0) 附近取了参数表示 X : U -^ S , 函数/和曲线^在叉中可分别表示为 
/( w ， x 0 和 （ w ( r )， v ( t )). 所以 


( 0 ) (_/) = ( f ° < 3 ：) 


'( 0 )( 


3/ 

3 u 


+ 


0 




= 卜 '⑻ ("/d w ⑻ (^U (/ ) 

它启发我们，在 /) 周围的 U ， V) 坐标下，可用表示夕点的一个切向量，耷将函数/映 

照成对符号 （ a/a P )。 可作类似的解释.我们指出，和（3/3幻).可分别 
解释为“坐标曲线” 

u X ( m »0) 9 v -► X (0, v ) 

在户点的切向量（图 5-49). 

从上面讨论可以看到，/>点切向量作为通常函数的微分算子的集合是二维向量空间 T ,( S ), 

称为 S 在/>点的切空间 • 显然，点附近参数表示 X : u — S 的选取对 X ( L 0 中任意一点 9 ，确 
定了乃（5)的一组对应的基 {( a / a M ) 9 ，(d / d v ) q }. 

有了切空间的概念，我们就能将微分的定义推广到抽象曲面. 

定义 4 设&和&是抽象曲面 ， a s ,— 各是可微映照 • 对每点及每个 weT / s ,)， 
考虑可微曲线 a : (― e ， e)-^Si , a (0) = 户， a ’（0)= W . 置戸=炎。 a . 由办 身 （ W > = 〆 （0) 给出的 

映照是有明确定义的线性映照，称为多在户点的微分 • 
d ^ P 为有意义及线性的证明和 2. 4性质2的证明完全相同. 

现在，我们到了推广内蕴几何的最后一步. 

定义 5 几何曲面 （2 维 Riemann 流形）是一个抽象曲面 S 再加上在每个切空间 T fi ( S ), 
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图 5-49 


/> es 取定了内积<，>,，这些内积又随/>按下列意义可微地变化.对/>点附近的某个（因此也就 
是所有）参数表示 X : u -^ s , 函数 


£：(«， 




FU ， 幻 ) = d ， 士)， G ( u , v 、= ( 去， 

\ d u o Vi \ a V f) VI 

在[/中是可微函数. 内枳 <，>通常称为 S 上的 （ Riemami ) 度量. 

现在，将内蕴几何的概念推广到几何曲面就很简单了.确实，有了函数 E , F ， G ， 我们 
用 4. 3方程组2来定义 Christoffel 符号. 因为内蕴几何的概念全都是用 Christoffel 符号来定义 
的，这样它们也就在 S 中有了定义. 

因此，沿曲线向量场的协变导数由 4.4 方程 （1) 给出.平行移动的存在性从 4. 4命题2得 
到，而且，测地线是其切向量场的协变导数为零的曲线. Gauss 曲率可以由 4.3 方程 （5) 定义， 
或如在 4. 5所做的一样，用平行移动来表示. 

从下列考虑可以看到，这样一来引进了某些新的有趣的对象.我们将从和 Hilbert 定理有 
关的例子开始. 


例3 


设5 =又 2 是以（|/，仍为坐标的平面，在每点 g =(«， x ；)6 R 2 以 



h) =E=1 ， 

V 




F =0 




= G = e 2u 


定义一个内积 • R 2 以及这个内积构成一张几何曲面 H ， 称 为双曲乎面， H 的几何和又 2 的通常 
几何 不同. 例如， H 的曲率是 (4.3 习题 1) 



2VEG 


(髮 



G , 


VEG l K 


2?( 


2 e 


-1 
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实际上， H 上的几何正是 Lobachewski 非欧几何的模型，其中，欧几里得所有的公理，除了 
平面公理都成立（见 4. 5). 为更清楚说明这一点，我们来计算 H 的测地线. 

如果我们考察£=1， F =0 时测地线的微分方程 （4. 6,习题2)，我们立即看到曲线^=常 
数是测地线.为找另一族测地线，以仍=(仏厂"）定义映照 

hH— {U,y) 6 R 2 ; ： y>0} 

容易看到 4 是可微的，并且因为^>0,它有可微逆映照.这样，4是一个微分同胚，且由 

〈办 （ W ,) ，办 （ W 2 )> ㈣ = < W , ^2), 

在 RV 中能定义一个内积.为计算这个内积，注意到 


所以, 




3 d 

d y J 3 y 

具这个内积的又 2 +是和 H 等距的，它有时称为 PoincaM 上半平面. 

为确定 H 的测地线，我们在 PoincaK 上半平面上进行，且再做两次坐标变换. 
首先，取定一点（工。， 0) 且置 • 




•r — x 0 = pco&d^y — psind^ 

O <0<7 t ， OCpC 十⑺（图 5-50). 这是 R 2 + 到自身的一个微分同胚，且 

I d 3 \_ 1 / d 3 \ 

\ 3 p’ 3 pi p 2 sin 2 ^ 1 \ 9 p 9 d di 



过 p 点的 a 的平行线 



又0 


图 5-50 
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再考虑粑上的微分同胚(我们想改变 A 使之成为沿常数上的弧长参数) 


Pi 




p，di 


sin^ 


dd 


它给出 



再考察测地线微分方程 （F = 0, G = l )， 我们看到@=6=常数是测地线.（找 R 2 + 中测地线的另 
—方法在习题8中给出 .） 

综合以上观察，我们得到结论，垂直于 x 轴的直线以及上半圆是 PoincaK 上半平面 R 2 + 的 
测地线.它们是 F 4 上的所有测地线，因为通过每一点 gGRV 以及从 g 出发的每一方向，或者 
通过一个切于这方向且垂直于3^ = 0轴的圆或者通过一垂直线（当给定的方向垂直时). 

几何曲面 ㈣ 是完 备的； 即测地线能对参数的所有值有定义.这个事实的证明留作练习（习 
题7; 也见习题 6). 


容易看出，如果我们把: g 中的测地线定义成直线，那么欧几里得的除平行公理外的所有 
公理在这个几何里都成立.在欧氏平面 P 中的平行公理说，从直线 7 CP 外一点只能作唯一直 
线 / CIP 与 y 不相交.实际上，在 R 2 + 中不在某测地线 y 上一点我们可作无限多条测地线与 y 
不相交. t 

那么产生一个问题，在 f 中能否找到这样的正则曲面.从这个问题自然导致下列定义. 
定义6对从抽象曲面 S 到 Y 中的一个可微映照 h S -3% 如果它的微分 T P ( S )- 
T〆 ]? 3 ) 是1对1的，那么4称为浸入.而且，如果 S 有度量<，>并且 

{ dcp p { V ), d < p p { W ))^ p , = ( V ^ wy ^ v.xv e t , cs > 

那么# 称 为等距浸入. 


注意，上述关系中的第一个内积是 R 3 中的通常内积，而第二个内积是 S 上的 Riemarm 度 
量给出的.这意味着在等距浸入中， R 3 在 S 上“诱导”的度量和 S 上原来度量相一致. 

准备在 5. 11中证明的 Hilbert 定理说，完备的双曲平面不能等距浸入到 R 3 中去 • 特别地， 
在 W 中不可能找到正则曲面作为 Lobachewski 几何的模型. 

实际上，没必要将我们自己限制在 R 3 中•当我们将 R 3 换成 R 4 或更一般的 R " 时，上述等 
距浸人的定义完全有意义 • 这样，我们能将开始的问题提得更一般，即问：为什么《，使完备 
的双曲平面能等距地侵人到中去？ Hilbert 定理说就我们所知 n = 4的情况还未 
解决°, 


因此，抽象曲面的引人带来了新的课题也使我们能更深入地考察重要的问题. 

这一节的其余部分，我们将更详细地研究刚才引进的想法并说明它们如何自然地导致进一 
步的重要推广 • 这部分对理解下一节不再是必须的， 

让我们看一些进一步的例子. 


O 完备的双曲平面能等距浸人到 R 3 中. 


译者注 
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图 5-51 环面 


例 4 设: X 2 是以(: r , : y ) 为坐标的平面，丁_是又 2 —：^的映照（平移），定义为丁_(: r ， 少 
= (: r + m ， y +«)， 其中 w 和是 整数. 在 R 2 中定义一种等价关系，如果存在整数切， n 使 

y ) = ( 工" %)，那么 U ， ： v ) 〜（:^，力）.设了是 R 2 在这种等价关系下的商空间， 7 C 
是]的自然投影映照，定义为 irk ， y ) = { T mt „ U f y )； 对所有整数 m ， w }. 这样，在每 

个顶点具整数坐标的开单位正方形中，只有了的一个代表点，而 且了可 看作对边被等同起来 

， 

的一个闭正方形 /( 见图 S -51. 注意，由： r 表示的 Y 的所有点代表了中的同一点夕 .） 

设 l / a C = R 2 - R 2 是的参数表示族，其中&是恒等映照， 对所有 m ， 使17„门 

因为是微分同胚，容易验证族 ( Lr n , 7 t 。*_ a ) 是丁 的微分结构.： r 称为（可微) 
环面 • 从刚才: r 上微分结构的定义可知， Tc : R 2 — r 是可微映照并且是局部微分同胚（在图 5- 
51中所做的结构表示，了微分同胚于 R 3 中的标准环面). 

现在，注意到是 R 2 中的等距映照且在 T 上引进几何 （ Riemann ) 结构如下.设 pGT 和 

xj 6 T P ( T ). 设 ％， g 2 6 R 2 及 w " w 2 € R 2 使得 7 c(gi )=兀（兮 2 ) = /> 及 (叫 ）（ w 2 ) =认 
那么屮〜仍；所以存在使了_( 9 1)=仍， d { T m ^ qi ( xv x y = w 2 . 因是等距，丨叫 | = 

U • 现在，在 T〆 丁)中定义”的长度为 U 丨= | ( w ,) I . 从此可见，它是有意义 

的*显然，对任何/>6了这产生了 7%(了)上的一个内积〈，八 • 因为它实质上是又 2 上的内积且71 
是局部微分同胚， <， h 随々可微地变化. 

观察到了的第一基本形式的系数在 { L / a ， tc 。的任一参数表示下是 £= G ==〗 ，卩==0.这 
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样，这个环面在局部就像欧氏空间.例如，它的 Gauss 曲率恒等于零（见 4.3 习题 1). 这就是 
平坦环面这个 名称的来源，它通常指賦于刚才描述的内积的 T . 

显然，平坦环面不同能等距浸入到 ] R 3 中去，因为，由紧致性，它应该有一正曲率的点（见 
3. 3习题16或 5.2 引理 1). 但是，它能等距浸入到] R 4 中. 

事实上，设 F : R 2 —: X 2 的定义为 


F(x^y) 




2tt 


( cos2nx^ sin2iro', cos2Ky^ sin27r^) 


因为对所有整数 W ， w 有 F(:r + w ，y + n ) = F ( x , y ), 所以我们能用多 (/>) ip ) 

来定义映照 h T ^) R \ 显然， tt = F 且因为 Tt : R 2 — 了是局部微分同胚， # 是可 微的. 并且 
d 於的秩等于 rfF 的秩，容易验证其秩为 2. 这样， S & 是一个浸人 • 为看出浸入是等距的，我们 
首先注意到如果6 = (1，0)， e 2 = (0, 1) 是 R 2 中规范基的二个向量，那么向量 二 /,， 
d %( e 2 ) = f ” g 6 R 2 构成 r _( T ) 的一组基.根 据丁上 内积的定义，</,，/ ; > = <^, ^ 

) = 1， 2. 其次，我们计算 ， 

3 F 

-r — = dF Ce t ) — (— sin27rx,cos27r^r,0,0) 

o X 

^ P 

— = dF{ei ) = (0 ， 0，— sin27tjy ， cos2 丌 3O 

且得到 

( dF ( ei ) ^ dF ( ej )) = ( e , 

这样， 

〈办 (/ i ) ， 办 (/>) > = ( di >( dn ( ei ) , d 4 > Xdjde } ))) 

这就得到 4 是等距浸人，符合我们的断言. 

I 

应该指出， 一 个浸人 I s — r " 的像奴 s ) 可能自身 相交. 在上述例中 ，心 ： r _+： R 4 是1对1 
的，并且#是到它像上的 同胚. 为方便应用下列术语. 

定义7设 S 是抽象曲面，可微映照 t S — R ” 如果是一个浸人并且是一个到它像上的同 
胚，那么#称为嵌入. 

, 

例如， ㈤ 中的正则曲面的特征是抽象曲面 S 在嵌人 S — R 3 下的象.这意味着只有那些 

能嵌入到 R 3 中去的抽象曲面，才能在前面研究的 R 3 中正则曲面中找到 • 这个很强的限制性能 
在下面例子中看到. 

例5我们首先注意，可定向性的定义（见 2. 6定义 1) 不必改动一个词就能被推广到抽象 
曲面.现在考虑例1中的实射影平面 P 2 . 我们断言 P 2 是不可定向的. 

为证明这一点，先作下列一般的观察 • 只要抽象曲面 S 包含一个微分同胚于 M 6 bius 带 

(2. 6例 3) 的开集 Af ， 它就是不可定向的*否则，存在一族覆盖 S 的参数表示，它们的坐标变 

换有正的 Jacobi 行 列式； 这族参数表示在 M 上的限制将诱导 JW 上的一个定向，这是不可 
能的. 

现在， P 2 是从 S 2 等同对径点而得到 ■在 S 2 中考虑其中心在半赤道上的开经线段组成的 



\ 
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薄带 B (图 5-52). 在等同对径点后， B 显然成为一个 P 2 中的开 M 6 biu S 带.因此 P 2 是不可定 
向的. 


用类似的讨论，可以说明例2的 Klein 瓶也是不可定向 
的. 一 般地，只要正则曲面 SCR 3 关于 R 3 的原点是对称 
的，等同对称点就产生一张不可定向的抽象曲面. 

可以证明，在 X 3 中的紧致正则曲面是可以定向的（见 
2. 7节注 2). 这样， P 2 和 K 不可能被嵌入到: X 3 ,并且对如 
上所生成的紧致不可定向曲面会发生同样情况.因此，我 
们失漏了 R 3 中相当数量的曲面 G . 

但是，严和 K 能嵌入到 R 4 中去 • 对 Klein 瓶 K 考虑 



图 5-52 射影平面包含 Mabius 带 


映照 G : R 2 — R 4 如下 


G(ufv ) = 


(rcosi; + a ) cosm , ( rcost; + a ) sinw ♦ rsini；cos — ,rsinT；sin 



注意到 G ( m ， v )= G(u + 2 mn ^ 2 nn + v )， 其中 m 和 w 是整数，这样，从正方形 

[0,2tt] X[0,2tt] C ； x 2 ' 


出发，取一组对边，先将其中一边关于这边的中心反射，然后等同它们及另一组对边，从而得 
到一个空间，那么， G 诱导了这个空间上的一个映照 〆 见图 5-53). 要知道这就是如例2所定 
义的 Klein 瓶也可这样来看，去掉环面开的一半，然后等同对径点，注意到两种过程都导致同 
样的曲面（图 5-53). 



因此，0是 K 到 R 4 的映照 • 还观察到_ 

G(m-(- + 2m7r) = G( w» v) 

O 从上下文看最后两句话的意思是：如果只考虑中正则曲面 • 将失漏相当数量（如尸 2 和 K 类型）的曲面.——译 
者注 
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由此得到。 tt , 其中 Tt : : X 2 —了实质上是到环面了上的自然投影（见例4)，并且 7 C 1: 
T - K 对应于等同 了中的 “对径点”.根据： T 和 K 上微分结构的定义， 7 T 和 7 C t 是局部微分同胚. 
这样0: K —: X 4 是可微的，并且的秩和 dG 的秩相同.而容易计算 JG 的秩是2;所以0是 
一个浸人.因为 K 是紧致的且0是1对1的，还容易看出 1 在 0(/0 中是连续的.这样，0 
如_们希望的是一个嵌入. ^ 

'对射影平面 P 2 , 考虑映照 F : R 3 — R 4 

Fix^y^z) — ( X 2 — y 2 yxy ^xz 9 yz) 

设 S 2 C ： R 3 是以 S 3 原点为中心的单位 球面. 显然限制映照 #= F | ?满足— p ). 因此， 
卢诱导了一个映照 

^； F 2 — I 4 

它的定义为 

多({/>，一/>})=彡 (/?) 

为看出 M 所以 }) 是浸人，考虑 S 2 的参数表示 X 

X(jc^y) — (x , ) ，+ y^l — — y 2 ) 

其中 p + y < i . 那么 

必。 Xix^y) = (x 2 — y 2 9 jcy ,xD ^yD) , D = \/l — x z — y 2 

容易验证^0。 X ) 的矩阵的秩是 2. 这 样，？ 是浸人. 

为看出？是1对1的，置 

X 2 — y 2 = a , j：jy = b y xz ^ c,yz ~ d (2) 

只要证明，在条件 《 r 2 + y +^ = l 下，上述方程只有 （ x , y ， d 及（一 — y , —幻形式的解. 
事实上，我们可以记 

x 2 d — be ^ y z c = bd 

z 2 b = cd ， x 2 — y 2 = a (3) 

jc 2 y 2 + z 2 = 1 

其中头三个方程来自 （2) 的后三个方程. 

现在，如果6, c ， d 之一非零，那么 （3) 中的方程将给出： c 2 , /和 z 2 , 并且一旦给出其中 

一个坐标的符号，其余二个坐标的符号将由 （2) 中方程所确定.如果 6 = c = d = 0, (2) 中的方 

程和 （3) 中最后一个方程说明确好有二个坐标为零，而佘下的坐标是士 1，不管那种情况，解有 
所要求的形式，并且#是1对1的. 

由紧致性，？是嵌人，这就结束了本例. 

如果我们回过来看抽象曲面的定义，我们看到维数2不起实质性的作用 • 因此，我们能将 
那个定义推广到任意〜正像我们将看到的，这可能是有用的. 

定义 la «维的微分流形是集合 M 以及从开集[/ a CR " 到 M 的1对1映照族 X a: LT ff — M , 

满足 

L \ jX a ( U a )= M ； 

a 

2,对每对使以及 Xf ( W ) 是又”中的开集，而 
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且 X 。。又， X 7 1 。\是可微 映照； 

3. mu a ， &} 关于条件 1 和 2 是极大的. 

满足条件1和2的族 ： r a } 称为 M 上的 微分结构. 在 M 上给定了微分_构，我们容易 
使之变成极大，只要将所有可能的与给定微分结构中某些参数表示相交部分满^条件2的参数 
表示加到给定的微分结构中就可以了.所以，用不太严格的话说，微分流形就是一 
个集合再加上一个微分结构. 

注 在 iW 中的开集族可按下列方式 定义： 对 M 中的子集 VCM ， 如果对每个 a , X a l CVn 
是^中的开集，那么 V 称为开集，具有点集拓扑知识的读者将注意到这样的开集族 
定义了 M 上的一个自然拓扑.在这个拓扑中 映照又 是连续的并且；^(1^)在]^中是开的.在 
流形上某些深人定理中，有必要在 M 的自然拓扑上再加上某些条件. 

可微映照和切向量的定义可逐字逐句地搬到微分流形中来.当然，切空间现在是《维向量 
空间.微分和定向性的定义也直接地推广到现在情形. 

下面的例子中我们将说明2维流形上的问题是如何自然地导致考虑高维流形的. 

例 6( 切丛） 设 s 是抽象曲面并且设 t ( s )= m (/>， w >, pes , WeT ,( S )}. 我们将说明 
集合 T ( S ) 可给一个微分结构 （4 维)从而称为 S 的切丛. 

设是 S 的微分结构.用（〜，％)表示 L / fl 的坐标，而用 a / rhj 表示 
叉/仏）的切平面中的相关基.对每个 a ， 用 

Y a ( u a , v a , jo , y ) = ( X a ( w a ，％) ，x + y , ( x , y ) 6 :殳 2 

定义映 照八： U a XR ^ T ( S ). 几何上，这意味着将户点的坐 标、， ％以及比在基 

下的坐标取作为点 （ p ，* u ;) GT ( S ) 的坐标. 

我们将说明 { U a XR 2 , 是 T ( S ) •的微分结构.因为 

* 

U X a ( U a ) = S 和= 7\( V )( S )， qeu a 

我们有 , • 

U a Y a ( U a XR 2 ) = T ( S ) 

这就验证了定义 U 的条件 1. 现在设 

e YAV a XR^ n YpCU^xR 2 ) 

那么 （卜 w ) = ( X 0 ( q a >, idX a ( w a ) XX ，(^)， 

其中 q a € U a ， rv a ， zv fi e ' R 2 •所以， 

。 Kg ,， 叫 ）= V ( X .( g «)， ciX a ( u ； tt )) 

= X a Uq a 、， d(Xy 。 X a )(xO) 

因为 1 。 X a 是可微的，所以 d ( X ;' 。 也是可微的 • 由此得到 Y 7 1 。 I 是可微的，这就 
验证了定义 la 的条件 2. 

当考虑 S 上的二阶微分方程时，自然地可将问题放在切丛上考虑.例如，几何曲面 S 上的 
测地线方程，在局部坐标下，可写成（见 4. 7) 
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V ，f — 

_ I 

微分方程中有一个经典的技巧，即用引进新的变量:1:=^/，将上方程组化为一阶系统 

x = /i ( u ^ v ^ x ^ y ) 

I 

y = fz ( u , v , x , y ) 

, ( 4 ) 

u = fi ( u ^ v ^ x ^ y ) 

'v — fx (w ， v ， x ，： y) 

这可被解释为将问题放在以 （《，in I ，： y ) 为坐标的切丛 7 XS ) 中考虑，而将测地线看作为在 
7 XS ) (中局部地由 （4) 给出的向量场的轨线_可以证明这种向量场在整个 了 （ S )) 上是确有定义 
的； 即在两个坐标邻域的相交区域中，由 （4) 给出的向量场是一致的.这个场(或更恰当地它的轨 
线)称为 TXS ) 中的测地流. 当研究 S 上测地线的整体性质时，这是一个非常自然的研究对象. 

回顾7应注意到，我们已经以一种隐蔽的形式用到了流形 7 XS ). 因为我们当时只对局 
部性质感兴趣，所以只涉足于坐标邻域（它实质上是 E . 4 的开集）.但是，当我们引进切丛概念 
时，即使是这个局部的工作也会变得更为简洁. 


当然，我们也能定义任意 n 维流形的切丛 • 除了记号，细节是相同的，将它留作练习. 
我们已能将几何曲面推广到任意维情形. 


定义 5 a Riemann 流形是 n 维微分流形 M 以及对每点在 7^( M ) 中定义一种内积 

<，八，它又按下述意义随/>而可微地变化，对 p 6 X a ((7 a ) 点附近的某个（因此一切）参数表示 
X tt! U a - M , 函数 


g ； j(Ui ，••• ， M„) 





在尤 1 ( p ) 是可微的；这里（^，…， m „) 是 RCZR " 的坐标. 


可微族 {< ，>；»，叫做 M 的 Riemann 结构（或 Riemann 度量） 

注意到在曲面情形，我们已用传统的记号尺 u =£， g \ 2 == g21 g 2 2 == G . 

将内蕴几何的一些概念推广到 Riemann 流形不像微分流形情形那样直接. 

r 

首先，我们必须对 Riemann 流形定义协变导数的 概念. 为此，设 X : 是以 （ Wl ，…, 

为坐标的参数表示且置 

Xj = d / d U t 

因此， 


Sij = ( X , jXj ) 

我们想定义向量场 w 关于向量场 w 的协变导数我们希望 D u . i ； 有我们过去用过并且 
已被证明是有效的性质.首先，它应该有原协变导数的分配 性质. 因此，如果% ™ 是 M 
上的向量场并且/，#是 M 上的可微函数，希望 

D fu ^.^Xv) ^ fD u v + gD u ,v ( 5 ) 

£> u (/u 十 gw) = + + + (6) 

o u d U 

其中如 3// 是一个函数，它在户的值是 / 在曲线 a 上限制的导数 （/ 。 a) \ 0) ， 这里 
a ： ( — e ， e )— M ， a ( 0 ) = />， a '( 0 ) = M . 
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方程 （5) 和 （6) 说明，协变导数 D —旦知道它在基向量上的值 

n 

Dx. X j = >: X 士， i ， j，k = 1，…， w 

*=i 

它就完全被确定，其中系数 rt 是还未确定的函数，其次，我们要 G 关于 z 和 > 是对称的 (rt = 
r k }i > ；即 对所有 /， j % 

Dx. X j = Dx J X i 

再则，我们希望乘法规则 成立； 即 ' 

六 <n> = <D Xt X i ,X J ) + <X I ,D^X,> 

从方程 （7) 和 （8) 得到 

j - n 〉 - ^- dx £ > 

a u k d Ui o Uj 

= 2 ( D r ,Xk * Xj ) 

或等价地 

- j—Sv + - j—gjk — -~—gki = 

o u k a Ui a Uj 

因为 det (心）乒0，我们可解这最后的方程组，并且得到 rt 是 Riemarm 度量心及其导数的 
函数（读者应该将上面的方程组与4_ 3方程组 （2) 作比较).如果我们将心看成矩阵且记它的逆 
阵为那么上述方程组的解是 

I I V O Uj d Ui d Ui / 

所以，给了 M 的一个 Riemarm 结构， M 上存 在满足方程组 （ 5) 〜 （ 8) 的唯一的协 变导 ^ [(也叫 
做给定 Riemann 结构的 Levi-Civita 联络）. 

从协变导数出发，我们能定义平行移动，测地线，测地曲率，指数映照，完备性等等.定 
义完全和前面已经给出的 一样. 但是，曲率的概念要求更精细.下列属于 Riemarm 的概念， 
也许是 Gauss 曲率在 Riemann 几何中 最好的 模拟 . 

设以及 aCT / M ) 是切空间 T / M ) 的2维子空间.考虑从点出发与 a 相切的所有 
M 的测地线.从指数映照在 T / M ) 原点是局部微分同胚的事实，可以说明这种短测地线段组 
成包含 P 的一张抽象曲面 S . S 在 p 点的 Gauss 曲率叫做 M 在夕点沿^的截 面曲率 K (夕， ex )， 
将截面曲率用 Levi - Civita 联络表示的公式是可以作出的，但是这样做就过于技术化而不 
能在这里描述 • 我们只说一下，在这一章中的大多数定理在 Riemann 几何中能被自然地作为 
问题提出.其中有一些是成立的，证明可毫无变动或稍作修改， （ Hopf - Rinow 定理， Bonnet 
定理， Hadamard 第一定理以及 Jacobi 定理都属于这一类 •） 但是，另一些却要作进一步假定才 
能成立（例如， Hadamard 第二定理)而且是使理论进一步发展的起因. 

将上述想法完全展开会把我们引入 Riemann 几何的邻域.我们必须在这里止步而请读者 
査阅书末的参考文献. 


(7) 

( 8 ) 
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习题 


1- 在射影平面 P 2 (见例 1) 上引进度量，使自然投影 Tt : S 2 — P 2 是局部等距.这个度量的 
( Gauss ) 曲率是什么？ 

2. (无限 M6bius 带）设 

C — { (jr^y^z) G M 3 ； x 2 y 2 = 1} 

是柱面， A : C — C 是映照（对径映照) A (： r ， ： y ， z )~( * 一: y ，一 z ). 设 M 是 C 关于等 

价关系/ >〜a (户）的商空间及 Tt : c—M 是映照兀(/>) = {々， A ( p )}, pec ,' 

a ； 说明可以给 M —个微分结构使 7 t 是局部微分同胚（这时 M 称为无限 Mcibius 带）. 

b. 证明 M 是不可定向的. 

c. 在 M 上引进 Riemarm 结构使 r 是局部等距.这个度量的曲率是什么？ 

3- a . 证明从球面到射影平面的投影映照 tc : S 2 — P 2 有下列 性质： （ l ) Tt 是连续的并且 
tc ( S 2 ) = P 2 ； (2) 每点有一个邻域 U 使其中 V ,和 V 2 是 S 2 的不相交 
开子集，并且 7 T 在每个 W 上的限制/ = 1, 2,是到 LT 上的同胚，所以， 7 T 满足通常的二叶覆盖 
映照的条件（见5,6定义 1). 由于这个原因，我们说 S 2 是 P 的一 个可定向二叶覆盖. 

b. 在这个意义下，说明环 面了是 Klein 瓶 K (见例 2) 的可定向二叶覆盖，柱面是无限 
Mobius 带（见习题 2) 的可定向二叶覆盖. 

4. (可定向二叶覆盖）这个习题给出不可定向曲面的可定向二叶覆盖的一般结构.设 S 是一 

I 

个抽象的、连通的、不可定向的曲面. 对每点 pes ， 考虑： r P ( s ) 所有基的集合 b . 对其中的 
两个基：如果它们的变换矩阵行列式为正则称为等价的.这显然是一个等价关系并且将 b 分 
成两个不相交的集合（见 I . 4 )* 设巧是 b 在这等价关系下的商空间_ %有二个元素，并且每 

个元素是丁 p ( s ) 的一个定向（见 1.4). 设 S 是集合 

S = { (p,O p )；p G S ； O p 6 G p ) 

为了给 §— 个微分结构，设 { U fl , X fl } 是 S 的极大微分结构且定义 S 为 


素. 


其中 （《 tt ， v a ) eu a , 
证明： 


X a (u a9 v Q ) = ^X a (u n ,v a ) ♦ 


9 


. 3 u a 




[^ / d u a , 3/374]表本被基{3/3“ (| ， 3/3%} 所确定的％的元 


a . { U a9 是 S 上的一个微分结构，而且 S 关于这个微分结构是定向曲面. 

b _ 由 7 T (户， 0,)=/) 定义的映照 I 备 —S 是可微的满映照.进而，每点 feS 有一个邻域 

4 

L / 使其中％和是§的不相交的开子集而且兀的每个％， £-1, 2,上 


的限制是到 L / 上的一个微分同胚 • 据此，爸称为 S 的一个 可定向二叶覆盖. 

5 •将 Gauss-Bonnet 定理（见 4. 5) 推广到可定向的几何曲面并且利用它来证明下列事实： 

a. 在微分同胚于环面的抽象曲面 了 上没有曲率处处为正（或负）的 Riemann 度量. 

b •设丁和 S 2 分别是微分同胚于环面和球面的抽象曲面，并且: T -^ S 2 是可微映照_那 
么參至少有一个临界点，即有一点了使 rf ^=0. 
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6. 考虑具度量 


E(±,y) = l,F(x^y) = 0,G(x ，： y) = 丄，（ : r ，： y) 6 

的上半平面 A (见 M 3). 说明当向量接近于:菽边界时其长度变得任意大并且垂直线段 

x = 0»0< Ce ^3 r: ^l 

的长度当 e —0 时接近于 2. 证明这样度量是不完备的. 

*7, 证明 Poincah 上半平面（见例 3) 是完备的几何曲面.从而得到双曲平面是完整的. 

8* 寻找 PoincaK 上半平面（见例 3) 侧地线的另一种方法是利用对应变分问题的 Euler - 
1^叫 1 *3叩6方程（见5.4习题4).因为已知垂直线是测地线，我们能限于 y = ： V ( J ) 形式的测地 
线.所以，我们必须找积分 ( F =0) 

^/E + GCyVcljc = ( ~ 2 (lx 

的临界点，因为 £：=G = ~^. 利用 5. 4习题4说明这个变分问题的解是形如 

y 

U + k . y + y 2 = k \, k x , k 2 土常数 

的圆族 • 

9* 设 S 和 S 是连通的几何曲面，并且设 TC : S — s 是可微的满映照，它有下列 性质： 对每 
点多 es ， 存在/>点的一个邻域 u 使其中％是§的不相交开子集并且 Tt 限制 
于每个是到 U 上的等距(所以， 7 T 实质上是覆盖映照和局部等距）. 

a . 证明： S 是完备的充要条件为§是完备的. 

b . 在习题2部分 C 中引进的无限 M 8 bius 带上是否有完备的度量？ 

10. ( Kazdan-Warner 的结果） 1 

a , 设在] R 2 上给出度量 

E ( t ，））= 1 F (: r ， y) = 0, G ( x , : y )>0， （工， y ) eR 2 . 证明这个度量的曲率满足下列 

公式 

^/G = 0 ( * ) 

o x 

b . 反之，在 R 2 上给一个函数 K (： r , y ), 将: y 看为参数设#是方程 （*) 满足初始条件 

VG(j: 0 — 1 » ^ 9 y) = 0 ' 

a x 

的解 • 证明 G 在 （ x 。， ： y ) 的某邻域中是正的，这样在这个邻域中定义了一个度量.这说明每一 
可微函数在局部是某（抽象)度量的曲率， 

* c . 假定对所有( 2 , ： y )€ R 2 有 K (： r ， ： y )<0. 说明上述 b 小题的解对所有: r 满足 

\/ G ( x ^ y ) ^ ^ GGc 0 ， jy ) = 1 

所以， G (* r ， /定义了整个 ] R 2 上的 度量. 并且证明这个度量是完备的 • 这说明 R 2 上的任 
何非正可微函数是 R 2 上某完备度量的曲率.如果我们不坚持度量是完备的要求，此结果对 R 2 
上任何可微函数 fC 都成兑 • 试对照 J . Kazdan 和 F . Warner 的文章 “Curvature Functions for 
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Open 2-Manifolds” ， Ann. of Math. 99(1974)，203 〜 219 ， 其中也证明了在 5.4 习题 2 中给出 
的 K 的条件也是对应度量为完备的充要条件. 


5. 11 Hilbert 定理 

Hilbert 定理可叙述 如下： 

定理 S 是完备的几何曲面，具有负常曲率，那么它不可能被等距地浸人到 R 3 中去. 

注 1 Hilbert 定理首先在 D . Hilbert 的 “Uber Flachen von konstanter Gausscher 
Krumung ”， Trans * Amen Math . Soc . 2(1901) ， 87 〜 99 ― ^文中给出.不久以后 E ' Holmgren 在 
“Sur les surfaces a Courbure Constante negative ”， C . R . Acad - Sci . Paris 134(1902) ， 740 〜 743 

中给出了一个不同的证明.我们这里将给出的证明是按照 Hilbert 原来的思想.局部性部分本 
质上和 Hilben 文章是一 样的； 但是，整体性部分有很大的 不同. 感谢 J _ A - Scheinkman 帮助 
我们作出这个证明，也感谢 M . SpWak 建议用下面的引理 7. 

首先，注意到下面一些事实.不妨假设曲率 K = — 1，否则可用一常数因子乘以内积化为 
这种情形.而且，因为 exp p T / S )4 S 是局部微分同胚 （5.5 定理的推论），它在 7%( S ) 上诱导 
了一个内积.以 S ' 记： T ,( S > 关于这个诱导内积所组成的几何曲面，如果心 S — T 是一个等距 
浸人，那么 4 = 也是一个等距浸入.这样，我们将问题化为证明不存在等距 

浸人 S '— R 3 , 其中5'是定义了某种具 K = 一 1的内积的平面. 

I 

引理 1 S ' 的面积是无限的. 

证明 我们来证明 s '( 大范围）等距于双曲平面因后者的面积是 

• 十 :X ：厂 +OC 

e u dudv = oo 

J —oo J —oo ^ 

这就证明了引理. 

设 pes \ 且取它们切平面之间的线性等距对应 0 : r p 0H >— 定义映照 
♦ : S ' 如下 8 

+ = exp/ ^ ip o exp^ 1 

因 H 的每一点都能用唯一的一条极小测地线与/>相连结，0是有意义的. 

在夕点和 〆 点附近分别用极坐标(户，扪和( 〆 ， 〆 ），且要求 S & 将0 = 0的轴映照到，=0的 
轴.据 4. 6的结果，> 保持第一基本 形式； 所以它是局部等距对应•应用 Hadamard 定理后的 
附注，得到#是一个覆盖 映照. 因 S ' 是单连通的，#是同胚，所以是一个（大范围）等距对应. 
证毕. 

下面，我们将假定存在一个等距浸人 h S ^：^ 3 ,其中 S ' 是同胚于平面且具 K = — l 的几 
何曲面* 

为避免 4( S ') 可能自相交的困难，证明将在 S ' 上进行而利用浸人0将# ( S ') C ： R 3 的局部的 
外在几何转移到 s ' 上来. 更仔细地说，因为#是浸入，对每点 pes 、 存在/ >的一个邻域 V ' C ： 
s ’ ， 使0在 V '上的限制# I 是一个微分同胚.譬如，在每一点存在两个渐近 

方向，通过 A 这两个方向诱导了 上的两个方向，它们将被称为 s ' 上在 9 点的渐近方向. 

用这样的方式，讨论 s ' 上的渐近曲线是有意义的，同样的方式能用于^:夕）的任何其他局部几 


整体微分几何学 


327 


何对象. 

让我们回顾一下，如果参数曲线网所组成的任何四边形的对边长相等，那么这样的参数曲 
线组成 Tchebyshef 网（见 2.5 习题 7). 在这种情况下，能取到适当的参数表示，使£：=1， 
F - co S 0, G -1： 其中0是坐标曲线的夹角（见 2.5 习题 8). 而且，在这种情况下 ， K —、dJ 
sin 0)( 见 4. 3习题 5). 

引理 2 对每点存在它附近的一个参数表示 X : UCZJ 2 — ^， peX ( U ) 9 使 X 的 
参数曲线是欠（1/)=\^的渐近曲线并构成一个 Tchebyshef 网（我们将用浐的渐近曲线构成 
Tchebyshef 网这种说法来表达这-点）. 

证明 因 K <0, />的某邻域 Wes ' 能用这样的参数表示 X («， W ， 使 X 的坐标曲线是 V 
的渐近曲线.这样，如果6 /和 g 是^在这种参数表示下第二基本形式的系数，那么〃=公= 
0. 注意，这里用了上面指出过的约定， S ' 的第二基本形式是指对应的第二基本 
形式. 

在 HV ') CZR 3 中，有 

N u A N v = K ( X U A XJ 

所以，置 D = VEG ~ F 2 ， 

(N A NJ U -(N A NJ V - 2( N U A NJ = 2 KDN 

而且， 

♦ 

N A N u = ^{( X H A XJ A N u } 

~ ~^{( X U fN u ) X v — ( X v * N u ) X u } 

=l(fX“—eX v ) 

I 

类似地， NAN v = ^( gX u ~ fX v ) 

因为 —l = — (// D 2 ) 及 = 我们得到 

N A N u =± X„，N N N v =^ fX v 

从此知 平行于 iV ; 所以， E v = 2( X m , X “> = 0, G h = 2< X hu , X v >=0. 但是 £； = G „=0 就 
意味着参数曲线构成 Tchebyshef 网 （2. 5习题 7). 证毕. 

引理 3设 /[5 / 是 S ' 的坐标邻域，其坐标曲线是浐中的渐近曲线 * 那么，由坐标曲线 
构成的任何四边形的面积小于 2 tt . 

证明 设 d 7) 是 V '的参数 • 根据引理1的讨论，坐标曲线构成 Tchebyshef 网. 这样就 
能引进新的参数（“，^)使£ = 0=1和^ = (； 0 说 设 i ? 是由参数曲线组成的四边形，其顶点分 

别为（《1， V ] ) , («2， V ])，（《2，幻2 ) ， (“ t ， V Z ) ,内角分别为仏， CT 2 ，， C ?4( 图 5-54)* 因 £ = 

G = l ， F = COS 0 及 Lysine ， 我们得到 “ 
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A = 


dA 


R 


^inddudv = 


K 


d (W dudv 


R 


6(U] f V\ ) — d(u 2 ) + 0( W 2 ^2 ) — 6(u\ ， Z；2 ) 


a \ 


8 

+ 一 (丌一 0 f 2) 一 (丌 一 ct 4 ) — 一 2 tt <C 2 tc 



^2 


因为 af <7U . 证毕. 

迄今为止，考虑都是局 部的. 我们将定义一个映照X: s 2 — 义并且证明X是整个 S' 的参 
数表示. 

映照X定义如下（图 5-55). 固定 S' 上一点 C) 且在通过 O 的两条渐近线上取好定向.这二 
条渐近线中取定一条叫做 A ，称另一条为对每个 （ s , t ) e R 2 , 沿着 A 从0出发取长度为 A - 
的点，称为〆， 过〆 有二条渐近线，其一为取另一条渐近线，给它一个由〜的定向沿〜 
连续延伸而得的定向.在这条定向渐近线上从〆出发取长度“如此得到的点是 XU，/). 



入(.、’， o 对所有 u，/)e]R 2 是有意 义的. 事实上，如果 x( 5 ，0) 无意义，那么存在6，使 
a“.y) 对所有 aCa 、 有定义，而对无定义_设由完备性， q eS \ 根据引理 

2， 〜（.v,) 是有定义的，得到矛盾.这就说明 XG ，0) 对所有是有意义的.用同样的论述， 
可 说明久 （•、， /) 对所有〖6 : 1 有定义 • 

现在，我们必须说明X是 S' 的凑数表示 • 这将通过一系列引理来做到 • 




整体微分几何学 


329 


引理 4 对每一固定的（，曲线 XG ， f )， 一 oo <5< co 是以 5 为弧长的渐近线. 

证明对每点 〆 ）€/，根据引理 2 存在一个“矩形”邻域（即形如 s “〈 s 〈 

的邻域），使这个邻域中的渐近线构成 Tchebyshef 网.我们首先指出，如果对某个 r 。， t u < 

曲线 X ( A ， r 。）， s u < Zs < Cs h ， 是渐近线，那么每一曲线也是渐近线. 

事实上，点 7) 是从 0) 取起长度为 7 处的点，同样也是从 x(.s, 起取长度为 G 
处的点.因在这邻域内渐近曲线组成 Tchebyshef 网，这就证明了我们的断言. 

现在，设 X (. s , ， MG / 是任意一点.根据线段 X ( Sl ， 的紧致性，能用有限个 
矩形邻域覆盖它，而每个矩形邻域的渐近线组成 Tchebyshef 网（图5-56)，因为 X (. s _, 0) 是渐 
近线，我们反复运用前面描述的过程就证明了 X (> : ， 是〜邻域中的渐近线.因（^，是任 
意的，这就得到引理的结论.证毕. 


x(si ， t { ) 



引理 5 X 是局部微分同胚. 

证明 一方面 XG 。， O 和 XG ， O ' 是以弧长为参数的渐近线，而另一方面 Y 上能引进局 
部参数表示，使参数曲线为义的渐近线并且 E = G = : L 这样 X 局部就和这样参数表示相一致. 
这就得到结论.证毕. 

引理 6 X 是满映照. 

证明设 Q = X (: iR 2 ). 因为 X 是局部微分同胚， Q 在/中是开集 • 我们还指出，如果 
/ > / = X (5 0 , 那么 通过 〆 的两条渐近线完全落在 Q 中. 

我们假定 < 3 关因 S ' 是连通的，那么边界 BdQ 关卢. 

设因 Q 在 S ' 中是开的， p ^ Q . 现在 考虑夕 点的一 
个矩形邻域 i ?, 其中渐近线构成 Tchebyshef 网（图 5-57). 

设 geQHl ?. 那么过 g 的某条渐近线交于过 户的某 条渐近 
线. 根据上面指出的事实而得到矛盾.证毕. 

引理 7 在 S ' 上有 I ；个线性独立的可微向量场，它们都 
和/的渐近线相切， 

证明 通过 <的每一点有两条不同的渐近线，固定一点 
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Pd 且取两个单位向量％(/>)和 w (/0 与过 p 点的渐近线相切.设是任意一点而 a 。： 
[0， /]— S ' 是过 p，g 的一条弧，使得 ^(0) = /^， ao ( D = q ： 定义 n ( a 0 U )).， sG [0， Z ]， 为 
% (声）沿 a 。 的（唯 一） 连续延伸，它切于某一渐 近线. 类似地，定义 v 2 ( ac » G ))， A ^[0, /]. 

我们断言％ (0 和％(9)不依赖于连结和 g 的弧的选取.这样，％和％就是在 S ' 上有定 
义的连续向量场，它们都切于渐近线.所以切和％是可微的，引理就被证明了. 

，为证明上述断言，让我们 对功来 进行，奶的情形是类 似的. 设《 1: [0, 0—S' 是另一条弧， 
ai (0) = />, ai iO = q . 因为 S' 是单连通的（它同胚于平面，见 5.6 定义3)，存在一个 a。 和 m 之间 
的同伦 a,(.s) = HG，G， 50[0» Z], telO , 1] (见 5.6 定义 2); 即印⑴ 是连续/>、 g 的曲线弧的 
连续族 • 根据渐近方向的连续性和[0, Z] 的紧致性知道，对给定的 e>0, 存在4云[0， 1] 使当 f< 

攀 

G 时 InUU )) — aU (/)) 丨 <£• 这样，如果匕足够小，我们对有切 U (/)) = PiU ( z )). 
因为[0, 1] 是紧致的，我们能逐步推广这个讨论于所有[0, a 所以， v '( a '( D ) = v '( ai ) ( l )). 
这就证明了我们的断言而得到引理的证明.证毕. 

引理8 X 是1对1映照. 

证明我们想证明 X (〜， t 0 ) = X ( s A , 6) 意味着 （ A 。，^) = (5! , t ,). 

首先假设 XG 。，/ o ) = X (5^ /。）而 h > s Q ， 并且证明这将导致矛盾.根据引理7，一条渐 
近线不可能自身相交除非在交点的切线一致*因 X 是局部微分同胚，存在£>0,使 

X (. s - 0 ft ) = X (5 j it ) — e < ^ < /o +e 
根据同样道理，曲线 : r (. s 。， O 上的满足 

X ( s Q ， t ) = Xisi jt ) 

的点组成这条曲线上的既开又闭 的集； 所以 X ( s 0 , t ) = X(sj , O 对所有 f 均成立.进而，根据 
映照 X 的构造， X ( s 0 ~ ha 9 t 0 )= XCs 1 - ha 9 l 0 ) 9 0< a <5,-5 0 ; 所以，对所有 G X ( s 0 + a 9 t ) 
= X (5,+ a , t ). 这样，或者 

1- 对所有 Z >,。， x ( s 0 , f 0 )^ 1 x ( s 09 或者 

2. 存在 （ = A > £ 。， 使 X ( s 0 , t 0 ) = X ( s 0 , tr ); 根据类似的讨论，我们将证明对所有 s ， 

X ( s ， t 0 -\- b ) = X ( s , h +6). 

情况1， X 将 R 2 中距离为 Si — so 的两条垂线间的带状域映照到 S ' 上，且将这些垂线上具相 
同 t 的点等同起来 • 这就意味着 S ' 同胚于一个柱面，因而得到矛盾（图 5-58). 





整体微分几何学 331 

情况 2. X 将两条距离为 s '— s 0 的水平线及两条距离为 t x ~ t Q 的垂直线组成的矩形映照 
到 S ' 上，且将边界中对边的对应点等同起来，这意味着 S ' 同胚于一个环面，也得到矛盾 
(图 5-59). 



图 5-59 


根据类似的讨论，我们说明 XU 。，0= XG 。， 而导致同样的矛盾. 

我们现在考虑情况 XU 。， 但\>知，根据 X 是局部微分同胚和 

S ' 的连通性，我们看到 X 将 R 2 中两条距离为 v /( h — h ) 2 +( n 。） 2 、 垂直于向量 （ 5 l — 5。， 6 — 
)e:i 2 的直线间的带状域映照到夕上.现在我们也能如前面的讨论一样考虑情况 1 和 2, 从 
而说明 s ' 或者同胚于柱面，或者同胚于环面.无论怎样，这种情况也得到矛盾.证毕. 

现在就容易得到 Hilbert 定理的证明. 

定理的证明 假定存在一个等距浸入心 S — R 3 , 其中 S 是具有 — 1的完备曲面.设 
且用 S ' 表示赋以由 exp〆 ： T / S )— S 所诱导度量的切平面 7%( S ). 那么。 ex P/> : S ' 
— R 3 是等距浸人，引理5, 6和8说明存在整个 〆 上参数表示 X : ] R 2 — S % 使 X 的坐标曲线 
是^的渐近线（引理 4 ).这样，我们能用坐标四4形 q „ 的并来覆盖 s '， 且有 aca + L 根搪 
引理3, Q rt 的面积小于 2 tt . 另一方面，由引理1， S ' 时面积是无界的.这个矛盾也就完成了证 
明.证毕. 、 

注2 Hilbert 定理被 N . V . Efimov 在 “Appearance of Singularities on Surfaces of Negative 
Curvature ”， Math . Sb . 106(1954). A . M . S . Translation Seriesr Vol . 66, 1968, 154 〜 190 中 
所推广 • 他证明了下列 Cohn - Vossen 的 猜测： 设 S 是具曲率 K ， 的完备曲面.那么 
不存在 S 到 R 3 中的等距浸人 • Efimov 的证明是非常长的，希望有一个简短的证明. 

关于 Efimov 证明的精彩评述可在 T . Klotz Milnor 的文章 “ Efimov’s Theorem About 
Complete Immersed Surfaces of Negative Curvature ”, Advances in Mathematics 8(1972) , 474 

〜 453 中找到 • 这篇文章也包括了 Hilbert 定理的另一个证明，它是对 C 2 类曲面成 立的. 

关于双曲平面浸入的进一步结果见 M.L Gromov 和 V . A , Rokhlin 的文章“ Embeddings 

and Immersions in Riemannian Geometry”，Russian Math . Surveys ( 1970 ) , 1 〜57，特别是第 

15 页. 
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习题 


1 . fSmker 附注）设 S 是完备的几何曲面.假定 Gauss 曲率 K 满足 K <3<0. 证明不存在 
等距浸人 t S — :. : i 且使平均曲率 H 的绝对值是有界的.这就证明了注2中具平均曲率的附加 
条件的 Efmiov 定理.下列概要是有 用的： 

a . 假定这样的4存在，考虑 Gauss 映照 HSyCZE ^ S 2 , 其中 S 2 是单位 球面. 因为 
K 尹0处处成立， iV 在 S 上诱导了一个新的度量（，），使 A /。#: S — S 2 是局部等距.在 S 上取 
坐标使坐标曲线在#下的象是奴 S ) 的曲率线.证明新度量在这坐标系下的系数是 

片 11 = (^1 ) 2 Ejg u ^ = ik 2 )^G 

其中 £， F (=0) 和 G 是原来度量在同一坐标系下的系数. 

b . 说明存在一个常数 M >0, 使“<加， 々!< M . 利用原来度 量是完 备的事实来证明新度 
量也是完 备的. 

C - 利用上面 b 的结果说明 S 是紧 致的； 所以，它有正曲率的点，得到矛盾. 

2. 本题的目的是证明在 K 3 中没有具的正则完备旋转面（这就证明了旋转面的 
Efimov 定理），假定这样曲面 SCZR 3 是存在的. 

a . 证明 S 的母线只可能如图 5-60 U ) 及 5-60( b ) 所示，其中经线 在两头 都趋于无穷.注意 
到在图 5-60( b ) 中，经线下端渐近于 z 轴. 

b . 将母线用参数表示40)， 0(>))，其中56:1 是 弧长使 #0) = 0. 利用关系式疒 +/ C ^=0 
(见 3. 3 例 4 中方程 （9)) 和说明存 在一点 知6[0， + oo ) 使 (<(知）） 2 = 1. 

c . 说明通过点 0(. s - o ))» S 的子午线可能是如图 5-60( c ) 所示的三种情况 I ， 
n 和 in 之一，这样导致 矛盾. 这样， s 不是完备的. 




、‘ 图 5-60 

麵 

3. ( Hilbert 定理的 T . K . Milnor 的证明）设 S 是具完备度量心的平面使其曲率 K =- l . 
假定存在等距浸人 t S -：? 3 . 为得到矛盾，进行 如下： 
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a . 考虑 Gauss 映照 N : MS ) C = R 3 — S 2 且设永是 S 上的度量使 N 。 h S — S 2 是局部等距. 
在 S 上取局部坐标系使坐标曲线在#下的象是 MS ) 的渐近线.证明 ； 在这种坐标系 下&可 
写成 

ciu 2 + 2cos6dudv + dv 2 

而尺2可写成 

du 2 — 2cosddudu 4 ~ dv 2 

I 

b . 证明心=+ (^+心）是 S 上具零曲率的度量.利 用仏是 完备度量以及3化>心的事实 
导出心是完备的度量. 

c •证明 以心为 度量的平面整体等距于标准（欧氏）平面这样，就有一个等距对应 h S 
— R 2 . 进一步 证明： 4将 S 的以弧长为参数的渐近线映照到 l 2 中以弧长为参数的直线的矩 
形族. 

d . 利用 c 给出的 S 上的大范围坐标系来导出如本书中 Hilbert 定理证明里的矛盾. 

附录欧氏空间的点集拓扑 

1 

♦ 

ft 

在第5章中我们已经很自由地应用了7的一些基本的拓扑性质.实质上，我们需要用到 
的都是高等微积分课程中的那些有关 R " 的紧致子集和连通子集的一般性质，为完整起见，我 
们在这里对这方面的材料作一简要的叙述和证明.我们将承认第2章附录 A ， 及实数的一些基 
本性质. 


A . 预备知识 

这里我们将在某几点上把第2章附录 A 的材料补充完整. 

在下文中 UCIR W 表示 R 〃中的一个 开集. 指标 z •在1，2，…， m ， …的范围中变化，且如 

♦ 

果户=(工"…， x ,,)， g^=(y, , — , 3O ， 则 I p—q I 表示户到 g 的距离，即 • 

I P~q I 2 = — yi> 2 ，j 二 1 ，•••，《 • 

j 

定义 1 如果给定 e >0， 总存在序列 /^ ，…， A ，…的一个指标 z 。， 使对所有的 i > 

心，就称此序 列收敛 于九.在这种情况下， a 是序列 { a 丨 的极限 ，记 
作 {/ O — 久. 

下面的命题表达了收敛性与连续性的关系. ‘ 

命题1映照 F : [/ c — Y 在扒 eu 连续的充要条件是，对17上的每一个收敛序列 
{pi)-^po * 序列 { F ( A ) } 收敛于 F ( p 0 ). 

证明假设 F 在办是连续的，并设5>0是给定的，由宁连续性，故存在5>0使 F (氏 （ A ))) 
czbaf ( Po )). 设{久}是 u 上的一个序歹 i ， 则对应于<5 存在一指标/。，使对 i > 
io 有 P， ^ 因此对 C^> i 0 ，有 

F(p t ) e F(B a ( 々 0 )) 匚 B,(F(p 0 )) 

这蕴涵彳 F (/ U . 
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现在，设 F 在扒不 连续.则存在一个数£>0,使对每一个^>0,我们能找到一个点/>6 
而 F(A)^B t (F(/)。））. 固定这个 e ， 并令5=1， 1/2 ，…， 1A, …，则得一个收敛于 
A > 的序列{/>丄然而，由于 F ( a } 茫序列不收敛丁 • 证毕. 

定义2 如果户 在 R n 中的每一个邻域总包含 ACT 的一个不同于的点，则称点/> 
是集合 A 的一个极限点. 


为避免和序列的极限这一概念相混淆，极限点有时称为聚点. 


定次2等于说 p 的每一个邻域包含无限多个 A 的点.事实上， 令1 关/>是由定义2给岀的 
A 的点，并考虑一球使9丄竽 B E ( p ). 于是存在一点仍乒 />， qi 6 AflB £ (/?). 重复 
这个过程，我们得到 V 中的一个序列这里是全部相异的.由于 { g ,}— 户，此论证 
也说明，当且仅当是由 A 中相异点组成的某个序列的极限时， p 是 A 的一个极限点. 

例1 序列1，1/2，1/3，…， 1/ i , …收敛于0,序列3/2，4/3 ，…， G + 1)//， …收敛 
于 1. “交错的”序列1，3/2，1/2, 4/3, 1/3，…，1 + (1/0, 1/ i , …不收敛，但有两个极限 
点，即0和 1( 图 A 5-1). 



应该看到，收敛序列的极限久具有性 质：九 的任一个邻域包含此序列中除了有限多个点 
以外的所有点，而一集合的极限点々具有较弱的 性质： />的任何一个邻域包含此集合中无限多 
个的点 • 因此， 一 个不包含常子序列的序列，当且仅当它作为一个集合仅包含一个极限点时才 
是收敛的' G . 

有理数集 Q 给出了一个有趣的例子.能够证明 Q 是可数的，即能把 Q 排成一个序列.由 
于在任一实数的任意近旁总存在有理数，因此序列 Q 的极限点的集合是实直线 R . 

定义3 如果集合 FCT 的每一个极限点都属于 F ， 则称 F 是闭 集. AOR " 的闭包是 A 
和它的极限点的并集，记作 A . 


直观上，如果 F 包含它的所有收敛序列的极限，或者说如果 F 在极限运算下是不变的, 
那么 F 是闭集 • 


显然，一个集合的闭包是一个闭集 • 为方便起见，约定空集0即是开集又是闭集. 
在开集和闭集之间有一个很简单的关系. 


命题 当且仅当的余集 R n _ F 是开集时 F 是闭集 • 

证明. 假设 F 是闭集，并设/ >6 R ”一 F . 由于/>不是 F 的极限点，则存在一个不包含 F 中 


点的球因此 — F ， 所以 V — F 是开集， 

反之，假定『一 F 是开集，且夕是 F 的一个极限点，我们要证明 peF . 假如不是这样， 
则存在一个球 — F , 这 说明玖 （/>) 不包含 F 的点，与户是 F 的一个极限点这事实相 


O 必须加序列有界的条件，不然未必成立，如 | i ， 1，2, 


,… 一一 译者注 
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矛盾. 证毕. 

连续性也能用闭集的方式来表达，这是下述事实的结果. 

命题3映照 F : 连续的充要条件是对每个开集 VOR m ， F - W ) 是开集. 

证明设 F 是连续的，并设是 R w 中的一个开集.如果 F = 则无需证明， 

因为我们已经约定空集是开集，如果1^00^0， i 5 peF -'( V ). 则 f (户） ev . 而且因为 V 

« 

是开集，所以存在一 个球艮 （ F (/0) CV . 根据 F 的连续性，存在一个球氏 （/>) 使 

^ F(B,(p)) (zB e (F(p)) CZV 

因此，氏（/0匚 F — W )， 所以 F — UV ) 是开集. 

现在假设对每一个开集 VCZ ：^ ,广 W ) 是开集 . ^ peU , 给定£>0,则 A = f ^( 抆 （ F (户 ))) 
是 开集. 于是，存在3>0,使£ 〆 />)匚 A . 因此 

户 ）） 匚 F ( A ) 匚 B e ( F ( P )) 

所以 F 在/>是连续的.证毕 • 

推论 F : 连续的充要条件是对每一个闭集 Ad % F - UA ) 是闭集 • 

例2命题3及其推论，给出了描述 T 中开子集和闭子集的一种可能是最好的方法.举个 
例子说，设/: R 2 — R 由 / U ， ： y ) = (// a 2 ) —( y /&)_ l 给定.由于/是连续的 06 R 是 R 中 
的一个闭集，（0， + m ) 是 R 中的一个开集，因此集合 


= {{x 9 y)if(x 9 y) = 0 } — 广⑻ 


在 R 2 中是闭的，且集合 

LJ! = { (xjy) ; f(x,y) > 0} 
u 2 = { (x,y) < 0 } 

在 R 2 中是开的，另一方面，集合 

A = { (x 9 y) G R 2 ，工 2 + ： y 2 < 1} 

I 

U {(: ，： y) €■ R 2 ;i* 2 +y > 0 9 y > 0} 

即不是开的，也不是闭的（图 A5-2), 



图 A 5-2 


f 
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最后这个例子启发我们作下面的定义. 

定义 4 设 ACP ”. A 的边界 BdA 是中这种点/>的 集合： 户的每一个邻域既包含 A 中 
的点又包含 A 中的点. 


因此，如果 A 是例2的集合，则 BdA 是圆: r 2 +y = l . 显然，当且仅当 BdA 的点不属于 
A 时， ACIP 是开集 • 当且仅当 BdB 的所有点都属于 B 时， B 匚是闭集. 

这些预备概念中的最后一 个注： 这里和第2章的附录一样，诸定义是在 R H 为“外围”空间 
的假定下绐 出的. 如同在第2章的附录中已经指出的那样，把这样的定义推广到任意集合 AC 
义的子集上去，常常会带来方便.为做到这点，我们釆用下面的定义. 


定义5设 ACT 〜： 我们称 VCA 是 A 中的开集， 如果存在一个 Y 中的开集 LI 使 
A . 在 A 中的邻域是 A 中包含/>的一个 开集. 

有了这个 A 中的“邻近”的概念，就很容易把前面的一些定义推广到 A 的子集上去，并可 
验证已证明的各命题在这些新的定义下仍然成立. 

现在我们回顾一下实数的基本性质.我们需要一些定义. 

定义 6如果对实直线的一个子集义0、存在]^6又，使对所有的有则称 
ACTK 上有界，数 M 称为 A 的一个 上界. 当 A 上有界时 ， A 的上确界或最小的上界 sup A (或 
1_ u . h . A ) 是指满足下列条件的上界给定 e >0， 存在 “6 A 使 M — 改变上述不等式的 
符号，我们类似地定义 A 的下界和 A 的下确界 (或 最大下界， infA (或 g . l . b . A ), 

实数的完备性公理设集 ACJR. 非空且上（下）有界.则存在 supA ( infA ). 

实数系的完备性这一基本性质，有好几种等价的表达方式.我们选择了上面这种，它虽然 
不是最直观的，但可能是最有效的一种. 


为方便起见作以下的约定 • 如果 ACR 不是上（下）有界，我们说 supA =+ oo ( infA == 

一⑻）.有了这个约定之后，上述的公理可以这样来 叙述： 实数的每一个非空集合都有上确界 
和下确界. 


例3集合(0， 1) 的上确界是1，它不属于这个集合.集合 

% 

B = {x 6 "X ;0 < x < 1} U {2} 

的上确界是 2. 点2是 B 的一个弧立点，即它属于 B ， 但不是 B 的极限点.注意 B 的最大的极 

限点是1，它不是 B 的上确界.然而，如果一有界集没有孤 立点. 则其上确界肯定是它的一个 
极限点. 


实数完备性的一个重要的结果，是下面的收敛性的“内在”特征，它实际上是与完备性等价 
的（然而，我们不准备证明这点）. 

引理1对实数序列 U ,}， 如果给定 e >0, 存在/。，使对所有的有丨々一七 | < 

e ， 则称实数序列{々}是 Cauchy 序列_当且仅当一个序列是 Cauchy 序列时，此序列是收敛的. 

证明设这时，如果给定 e >0, 存在匕，使对/>&有丨 | < e /2. 则对 
我们有 • 


, | X, — X/ | d X £ — X。1 + 1 Xj — -7*0 1 <c e 

所以 u ,} 是一 Cauchy 序列 • 
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反之，设 U ] 是一 Cauchy 序列.很清楚，集合 U , 丨是有界集.设 ai = infU ,}， b , = 

% 

supU 丄或者这两点中有一点是的极限点，因而收敛于此点，或者两点都是集合{々} 
的孤立点.在后一种情况，考虑在幵区间 U ,， 以）中的点的集合，并设七和6 2 分别是它的下确 
界和上确界.按照这个方法进行下去，我们得到或者 U ,} 收敛，或者有两个有界序列 a , < a 2 < … 
和设 a = supU ,} 和 6 = inf {6 丄由于 { i ] 是一 Cauchy 序列，因而 a = 6， 且这个公 
共值 o ;。 是 U ,} 唯一的极限点.因此证毕. 

完备性的这种形式，自然能推广到欧氏空间， 

定义 7 对序列{/^，九6，如東给定 € >0,存在一堉标/。使对所有的/，距离 
I P，~Pj I <e ， 则称序列 } 是 Cauchy 序列 • * 

命题4 序列{久}，收敛的充要条件为它是 Cauchy 序列 . 

证明 很清楚，收敛序列是 Cauchy 序列（见引理1中的论证).反之，设 } 是 Cauchy 序列， 
并考虑它在 R " 的 j 轴上的投影）= 1，…， n . 这给出一个实数的序列由于投影减小距离， 

这序列乂是 Cauchy 序列*由引理1， ( x jY )^ x >0 . 故 {A A ) = {工 1 。，办，…， }. 证毕. 

B 连通集 

定义8连续曲线 a : [>, 6]— ACR ” 称为 A 中连接 a ( a ) 和 〆 6) 的孤. 

定义 9 设 ACT ， 如果对任意给定的两点 p ， qeA , 存在 A 中连接和 g 的弧，则称 A 
是道路连通集 • 

在本书的前面部分，我们已应用“连通”这个词代表“道路连通 ”（2. 2). 由于我们当时考虑 
的仅仅是正则曲面，因而这样的说法是合理的，这一点稍后即可证明.然而，道路连通的概念 
对 W 的一般子集来说，限制是过多了些.而使用下面的定义是更方便的. 

定义 10 如果集 ACR H 不能写成 \ JU 2 , 这里和是 A 中的非空开集，且 
U , r\Uz = 0, 则 A 称为连通集， 

直观上，这意味着不可能把 A 分解成不相交的片段 • 如例2中的集合和？\是不连通 

的.如果取 K 和1/ 2 的余集，我们就看到，在定义10中可以用“闭”字代替“开”字. 

命题5 设 ACR ” 是连通集，并设 BCA 在 A 中是开集同时又是 闭集. 则或者或 
者 £ J = A . 

证明 假定 B 关0且 B 关 A ， 并记 A = BU ( A — B ). 由于 B 在 A 中是闭集，故 A — B 在 A 
■中是开集 • 因此 A 是不相交的非空开集 B 和 A — B 的并集 • 这与 A 的连通性矛盾，证毕. 

下面的命题表明，连通集的连续象是连通的. 

命題 6设 F : ACY — R '" 连续，.且 A 是连 通集. 则 F ( A ) 也是连通集. 

证明 假设 F ( A ) 不是连通集 • 则这里和17 2 是扒八）中的不相交的 
非空开集，由于 F 是连续的，故广 YUO , F — WUJ 也是 A 中不相交的非空开集，由于 A = 
F ^ i ( U l ) UF - 1 ( U 2 ), 这和 A 的连通性矛盾 • 证毕. 、 

为了本节的目的，把区间的定义作如下推广是有利的： 

定义 11实直线 R 的一个区间，是集合 a <； r <6, a « b , a ^ x < b f 中 
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的任一个.也不排除 a = 6=+⑺的情况，故一个区间可以是一个点，一条半直线 

> 

或又本身 • ■ 

命题 7 ACR 是连通集的充要条件为 A 是一个区间. 

证明设 ACIR 是一个区间，并假设 A 不是连通集.我们将引出矛盾. 

因为 A 不是连通集 ， A = LT 1 ULT 2 , 这里 R 和 U 2 非空、不相交、并在 A 中是开的.设〜 
eu ,， 并假设％<仏.以中点（… +6,)/2 将闭区间[〜，分为两个区间，其中 
的一个，记为1 2 ,它的一个端点在17,中，另一个端点在 U 2 中.考虑匕的中点，如上面一样 
处理，我们可得到一个区间这样，我们得到一族闭区间 hlDAD … =)1=) …，它 

b 

们的长度趋近于零.让我们改记 A = [ q ， 4]，则有……和&彡…彡尤 >•••. 

因为 A — C , 可任意小，所以 c = A 进而， c 的任何邻域当 i 充分 
大时包含某个因此， c 是 l / i 和 u 2 两者的极 限点. 因为 la 和％又是闭的，所以 cean 
u 2 , 这与 K 和1； 2 不相交这一点相矛盾， 

反之，假设 A 是连通集.如果 A 只有一个点，则 A 是一个退化的区间.假设 A 至少有两 
个点，并设 a = infA ，6= supA ， afb , 显然 A 匚 [ a ，6]. 我们将证明 U , b ) CZA , 这就蕴涵着 
A 是一个 区间. 假设不是这样，即存在一个 f ， a < t < J )， 而集合 Af |( — °°， O = V ], 
ACiU , +〜）= V 2 在 AtRUR 中是开的.因为 A 是连通集，这两个集合中的一个，比如说 
V 2 , 是空集*因为十⑺），这说明6痊 A 并且6不是 A 的极限点.这与 6= SUP A 这个事 
实相矛盾.用同样的方法，如果 V ,=0， 我们会发现与<2 = ^^4这样一个事实相矛盾.证毕. 

命题8设/: Ad — R 是连续的，且 A 是连通集.假设对所有的 gGA , /( 9 )#0.则 
/在 A 上不改变 符号. 

证明 由命题5, /( A ) 亡 R 是连通集.由命题7, /( A ) 是一个区间，由假设条件， /( A ) 
不包含零.因此 /( A ) 上的点都具有相同的符号.证毕. 

命题 9 设 ACR " 是道路连通集，则 A 是连通集. 

证明 假设 A 不是连通集，则这里 Uu 1/ 2 是八中非空、不相交的开集. 
设/ qGU ” 因为 A 是道路连通的，所以存在弧 a : [ a ，6]— A 连接/ >和 1 由于 a 是连 

续的，所以 B = a ([ a ，6]) C：A 是连通集.令 V 2 ^ BC \ U 2 . 则召=¥ 1 1^ 2 ,而％ 

_ 

和込是3中非空、不相交的开集，这是一个矛盾.证毕. 

一般来说，这个命题的逆是不正确的 • 然而，也有一个逆命题能成立的重要的特殊情况. 
定义 12如果对任一点 ^6 ACR n 及 p 在 A 中的每个邻域 V ，存在 ptEA 中的一个道路 
连通邻域 UCV ， 则称集合 A 是局部 道路连通的. 

直观上，这意味着 A 的每一点有任意小的道路连通邻域.正则曲面是 R 3 中局部道路连通 

集合的一个简单例子 • 事实上，对每个 pes 和/>在11 3 中的每个邻域 w ， 都存在/>在，中的 

一邻域 VCW 使得 VHS 与 R 2 上的开圆盘同胚.因为开圆盘是道路连通的，所以 P GS 的每个 
邻域 WflS 包含一个道路连通邻域. 

下一个命题说明，我们对道路连通曲面使用“连通集”这个词是合理的. 

命题 10 设 ACZR " 是局部道路连通集，则当且仅当 A 是道路连通集时， A 是连 通集. 
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证明命题的一半已经在命题9中证明了.现在，假设 A 是连通集.设 p 6 A ， 并设 A , 
是能用 A 中的弧与/>点连接的 A 中点的集合.我们断言^^在 A 中是开的. 

事实上，设 geA ， 并设 a : [ tt ，&]— A 是连接 p 和 g 的弧.因为 A 是局部道路连通的， 
则存在9在 A 中的邻域 V ，使 g 能用弧[6, r ]— V 与任何点 reV 连接 C 图 A 5-3). 由此得 

i 

到 A 中的弧 


a 0 = 


连接 g 和 r . 这证明了我们的断言, 


(«(£)» 

W) 


当 £ 6 [ a ，6] 
当 t 6 [6， c ] 



根据同样的方法，我们证明义，的补集也是 A 中的开集.因此，八 1 在八中既是开集又是 
闭集 • 因为 A 是局部道路连通的，所以 A ! 不是空集.由于 A 是连通集所以 Ai ^ A . 证毕. 

例4 一 个集合可能是道路连通但不是局部道路连通的.例如，设 ACR 2 是由通过（1/«， 
0)，…，的垂直方向的直线加上 J ： 和: y 轴组成的集合. A 显然是道路连通的，但（0, 
: V )，^0,的一个小邻域不是道路连 通的. 这是由下列事实而来的 ； 虽然存在一段“长”弧连 
接任意两点 fi ， q € A , 但可能没有短弧连接这两点（图 A 5-4). 



图 A 5-4 
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C . 紧致集 


定义 13 如果集合 ACIP 包含在 R " 的某个球中，则称集合 AC ㈤ 是有 界的. 如果 

R ” 是闭集并且有界，则称集合是紧致集. 

我们在 2. 7中已遇到过紧致集.为完整起见我们将在这里证明紧致集合的性质1和性质2, 
这两个性质在 2. 7中是未加证明而承认的. 

定义 14 集合 ACZE.” 的开覆盖是一族开集 crCW 使得当族中仅存在有限 

Q 

多个 R 时，我们说这个覆盖是有限的，如果子族彳 uy ， pen 仍然覆盖 A ， 即 UUp = A ， 

则我们说彳％}是的一个子 覆盖. 

命题 11对集合 / CC :?， 以下的说法是等价的. 

1./ C 是紧致集. 

. 2. ( Heine - Borel ). K 的每一个开覆盖都有有限子覆盖. 

3. ( Bolzano - Weierstrass ). K 的每个无限子集在 K 中有一极限点. 

证明 我们将证明 

1^2设彳 LU ， 是紧致集 K 的一个开覆盖并假设 { LU 不存在有限子覆盖.我们将 
证明这会导致矛盾. 

因为 K 是紧致的，它被包含在一个闭的矩形区域 

B — { (X] ， … ， : r„) 6: X" ； a ； ^ Xj 《 b”j = 1 ， … ， w} 

中，让我们用超平面 A = ( a ,)/2 来分割 B (例如，如果 KCZR 2 , B 是一矩形，那么 B 被分 
割成2 2 =4个矩形）.从而我们得到2” 个较小的闭的矩形区域.根据假设，这些区域中至少有 
一个，记为私，是这 样的： 不能被 { L 7 J 中的有限个开集覆盖.■我们现在以类似的方法 
来分割氏.重复以上的过程，我们得到一列闭矩形区域（图 A 5-5) 

I 

氏 =) B 2 Z ) … ID B , 3… 

使得没有一个 B , n / C 能被 { LU 中的有限个开集所覆盖，且玖的最大边的长度收敛于零. 

ft ^4 
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我们断言存在 pen 玖.事实上，将每个 B , 投影到 W 的 j 轴上 ， y = i ， 我们得到 
一个闭区间的序列， 

] 13 [a >(； ,b j2 ] ID … Z) ， 6 力 ] Z) … 

因为（心一 w ) 可任意小，我们可以看到 

Uj = sup{u 力 .} = \ni\bji } = hj 

因此， ' 

A 6门 [〜 , bji ] 

i 

从而，如同我们断言的那样， 户 =(〜，••_， «„>e n B t . 

i 

现在，々的任何邻域对充分大的 f 都包含某个 B ,. 因此它包含无限多个 K 中的点，从而/> 
是 K 的一个极限点，且由于 K 是闭的， 故 peK . 设 L /。 是族 { R } 中包含的一个开集.由于 
是开的，所以存在一 个球坎 （ p ) C ：[7。. 另一方面，对充分大的/，玖 (= 战这与没 
有一个 B , f ! K 能被有限个 U Q 所覆盖的事实相矛盾.因而证明了 1^2, 

2=>3假设 ACK 是 K 的一个无限子集，且 K 中没有一个点是 A 的极限点.于是，对每 
个/ > GK ， p 狂， 对以34择 /) 的一个邻域 V p , 使\^门乂=0;而对每个可以选择 g 的 
一个邻域 W v ， 使 = 因此族 W v }， p ^ K - A . 是 K 的一个开覆盖 .由 于 
A 是无限的，并且从这个族中去掉任何一个说 ¥ 会使点 g 不被覆盖，所以族{\%， W v } 没有有限 
的子覆盖.这与说法2矛盾. 

3^>1我们必须证明 K 是闭集且为 有界. K 是闭的，这是因为如果 p 是 K 的一个极限 
点，考虑同心球, (/>) == J 3, ，可得到一^个以 々为 极限点的序列/>! eB ! — B 2 ， ^ B 2 一 B 3 ，…， 

— B , —，， ….由说法3， pGK . 

K 是有 界的. 否则考虑半径为1，2，…，/，…的同心球找 （/；) 我们将得到一个无极限点 

\ 

的序列//> 2 6 B 2 — ，…， pi G 这证明 3=>1* 证毕. 

下面的命题表明紧致集的连续象是紧致集. 

命题12设 F : 是连续的，且设 K 是紧致集.则 F ( iO 是紧 致集， 

证明如果 F ( K ) 是有限的，显然它是紧致的 • 假设 F ( K ) 不是有限的，考虑一个无限的 
子集{八久）}[厂《0, p a eK . 显然集合(是无限的，且根据紧致性它有一极限点# 
K . 因此存在一序列外 ，…， pi ， …， ~^ g 9 p ,€：{ p a }. 由于 F 的连续性，序列— F (分） 

(命题 1). 因此有极限点所以 FOO 是紧致的.证毕， 

下面的性质可能是紧致集最重要的性质， 

命题13设 K 匚 R ”— R 是定义于紧致集 K 上的一个连续函数_则存在/>,， /> 2 GK , 使对 
所有的 />GK . 

/( p 2 ) </( p ) < /(/>!) 

即/在/达到最大值， 在九 达到最小值. 

证明我们将证明/^的存 在性； 对最小值的情况可以用类似的方法处理. 

由命题12, /(/ O 是紧致集，因而是闭集并且 有界. 所以存在 Sup /( K )=々. 由于 /(/O 
是闭集，故々6/(尺）.从而 存在糾 e / c，Xi =/(/>!>. 显然，对所有的夕 /(/> x /( a )=' 
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第 5 章 


Xi . 证毕. ' 

虽然我们以后并不使用一致连续性的概念，但这个概念放在目前这一场合处理是非常自然 
的，所以我们应该说上几句. 

称映照 F : Ad — 在4上是 一致连续的， 如果对任意给定的 e >0, 存在冗>0使对所 
有的 有 (/ >)). 

从形式上看，这个定义和（单纯)连续性定夂的区别 在于： 这里对给定的 e ， 数5对所有的 
是相 同的； 而在单纯连续性的情况，对给定的 e ， 数3可随 p 变化.因此一致连续性是 
整体的概念，而不是局部的概念. 

一个重要的事 实是： 在紧致集合中这两个概念是一致的.更精确地说，设 F : 

是连续的，且 K 是紧致集，则 F 在 K 上一致连续. 

如果我们回顾一下 2.7 中引人的开覆盖的 Lebesgue 数的概 念，那么这个事实的证明是简 
单的.事实上，如果给定£>0,则对每个存在一个数&(/>)>0使得匚尽 /2 
( F (/>)). 族是 K 的一个开覆盖•设5>0是这个族的 Lebesgue 数 （2. 7性质 
3). 如果 peK ， 则 g 和属于这个开覆盖的某个元素.因此 | F ( p ) — F ( g ) | < e . 
由于9是任意的，所以 F ( i ^(/>)) C = 反 （ F (々））. 这表明，正如我们希望的那样，茂满足一致连 
续性的定义. 

a 连通分支 

当一个集合不是连通集时，可以将它分解为一些连通分支_为使这个想法精确化，我们首 
先证明下面的命题. ' 

命题14设是一族连通集，且 

Qc.^0 

则 uc a = c 是连通集. 

a 

证明 假设 C ^ CAUl ^， 这里 R 和17 2 是0中非空、不相交的开集，并假设某个点 
属于 I /,.设由于 c = yc fl 和 /> e 门 c a ， 所以存在某个 c a 使夕， g ec a . 因此 

na 和匕门％是0 2 中非空不相交的开集 • 这与 c ; 的连通性矛盾，从而表明 c 是连通集. 
证毕. 

定义15设 AC ： R ” 和 peA . A 中所有包含 p 的连通子集的并集，称为 A 的包含 p 的连 

通分支， 

由命题14知连通分支是连通集 • 直观上， A 的包含 pGA 的连通分支是 A 的最大的连通 
子集（即它不包含在 A 的任何包含/!的连通子集中）. 

集合 A 的连通分支在 A 中总是 闭的. 这是下面的命题的一个结果. 

命题15设 CCZAC ] R n 是一个连通集_则 C 在 A 中的闭包 G 是连通的. 

证明 我们假设亡=1/, Ut / 2 ， 这里 IA ， U 2 是 C 中非空不相交的开集 • 由于 C =) C ， 所以 

集合是(：中不相交的开集，且我们将证明％和％是 
非空的，这样就和 C 的连通性矛盾. - 
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设户因为 IA 在0中是开的，所以在 A 中存在/>的一个邻域 W 使 WflCcit / L 因 
为 p 是(：的一个极限点，故存在 gewnCCZWflCClA . 因而于是 W 不是 
空的.釆用类似的方法可以证明 V 2 不是空的.证毕. 

推论 集合 A 的连通分支 CdACR " 在 A 中是闭的. 

事实上，如果 G 关 C ， 则存在 A 的一个连通子集，即 C ， 它包含 C 作为真 子集. 这与连通 
分支 C 的极大性矛盾. 

在一些特殊的情况，集合 A 的连通分支也是 A 中的一个开集. 

命题 16 设 CCIACIR " 是一局部道路连通集 A 的一个连通分支.则 C 在 A 中是开的. 

证明 设 peCCZA . 因为 A 是局部道胳连通的，所以存在/>在 A 中的一个道路连通邻域 
V . 根据命题9, V 是连通的.因为 C 是最大的， CZDV , 所以 C 在 A 中是开的，证毕. 



文献与评注 
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1.3 

V 

♦ 

2, a . a (/) = (/- sim , 1- cosO ; 见图 W * 奇点： 户 2抓， 这里 n 是任何整数， 

7. b . 为了证明当 A ， 时，向量 + + —幻收敛于向量 c /(/)， 可以对 

函数文，5，^中的每一个应用中值 定理. 由于/(0#0，所以由以/十/0,《(/ + 々）确定的直线 
趋于由^/(/)确定的直线. 

8. 根据积分的定义，对给定的£>卩1存在#>0，使得如果 | P | < 〆 ，则 

( | a ib') I dt )— 2 (〔 — li ~ ] ) I a'(A) I <C 

y J a f u 

另一方面，由于 c / 在 [ a ，6] 中是一致连续的，所以对给定的 e >0， 存在 〆 >0,使得如果 r , 

.f G [a ^ 6] 且 | t~s | <#，则 

| a (0 — a\s) | <C e/2(b ™ a) 

置谷 = min ( y , /). 于是如果丨 P I 用向量函数的中值定理我们得到 

y] I aiti-] ) — a(ti) [― X] ( 广 H — G) I a Ui) | | 

^ I ^ (ti- x — 6) sup 1 aXsi) |— —〔）1 ait,) | | 

S i 

<1 乏] (，卜 1 —，,）sup I xx f ( Si ) — a ( ti ) I I < -|- 

' L 

这里与前面的结合起来，就给出了所需的不等式. 

1.4 

2. 设点 po = ( 工 q ， ： y 0 ，之 0 ) 和 P = ( 工，； y ，之）属于平面 则 cix 0 +6% +m 0 +d = 0 = ax + 
by + cz + d . 于是， a ( x - x 0 )-\- b(y — y 0 ')+ c(z — Zo )=0 . 由于向量 （*r 一 ： r 0 ， y — y Q9 2 ：— 之 0 ) 平 

行于 P ， 所以向量 U ， 6, c ) 垂直于 R 给定一点 y ， z ) eP , 从平面 P 到原点 O 的距 
离户由 I p I cosd=(p ^ u >/ \ v \ 给出，这里 d 是 op 与法向量 u 的夹角.由于 p • v =— d ， 

o^tlS = —丄 

r I V I I V 

3. 这是它们的法向量的夹角. 

4- 两个平面平行的充要条件是它们的法向量是平行的. 

6-%和 x ； 2 都垂直于交线.于是，％ Aw 与交线平行， 

7_当平面的法向量与直线的方向垂直时，这个平面与这条直线平行. 

8. 给定的谇两条直线的公垂线的方向，是的方向.这两条直线间的距离，可通过将 
向量 r =( x 。一: c ,， ％ — A ) 投影到公垂线上的方法得到 • 这个投影显然是 r 与单位向 
量 UAu )/ \ u ^ v \ 的内积. 
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1.5 

2. 应用这个 事实： a = t , a = kn , ^ -kn -\^ k ， n = ~ k 2 t ~{~ k f n - kzb . 

4. 微分 = 常数，得到 

(1 — 从 + A'w — Xrb = 0 

由此导出 r =0( 曲线落在一平面内）和 A = 常数 = l/t 
7* a . 用弧长作参数表示^ 

b . 用弧长5作参数表示 a . 在&和&处 的法线分别是 

— a (5 j ) + ^ ( s \ ) ♦ 择 （ r ) = cr ( s 2 ) + rw ( a 2 ) ， ， G 5 ， r 6 ^ 

、 它们的交点将由满足下式的 / 和 r 的值确 定： 


a ( s 2 ) — a ( s \ ) — tn ( s } ) — Tn ( s 2 ) 

S 2 — S 2 — Si 

应用 Taylor 公式 《( s 2 ) = w (〜）+ (&— 力 ） 〆 （&)+ 尺 ， 并令 h ^ ，就得到 
aisO ^— tnisi ), 这里 f 是当 h 时〖和 r 的公共极限值.由此，7=1/是. 

13. 为了证明条件是必要的，将 | a ( s ) | 2 ==常数微分 三次， 得到 tf ( A ) = — i? W + WT 6. 为 
证充分性，微分卢⑴ = a ( d + R w — i ^ T 6, 得到 

〆 （.、’）= t R ( — kt — zb) + R f n — (TR f 、b — R’n = — (i?r + (TR r Y)h 
另一方面，微分 + 常数，就有 

0 = 2 i ? R , + 2( TR / )( Ti? / ) r - —( i?r + ( Ti ? / ) / ) 

T 

这是由于 〆 #0和 r 关 0. 因此，/?(5)是一固定点/?。，且 

I a ( s ) — fi 0 \ 2 ^ R 2 -h ( TR ’） 2 =常数 

15•由于 6' = r « 是已知的， | r | = | 6 ' K 于是，除一个符号外， ”是确 定的.由于 r = 
«八6以及曲率是正的并由给定，因此曲率也能被确定. 

16. 首先证明 

n A n * n _ r … 

于是， ja ( s ) c ^ = arc tana / r ); 因此* / r 能够被决定.由于 々是正 的，这也给出 r 的符号•此 

外，还知道 I〆 I I - kz-vb \ 2 = k 2 + r \ 与 Vr 结合起来就完全决定了 vfe 2 和 r 2 . 

17. a ‘设 a 是固定方向的单位向量，0是不变角.于是 ， Ma = C 0 S ^= 常数，将其微分就给 
出《 • a = 0. 因此 ， a = tcosd + bsind , 将其微分就给出是 cos ^+ r sin 0 = 0 ， 或左 / r = — tan 0=# 

数.反之，若 &/ r = 常数 tan 0= —( s it ^/ COs < 9)， 我们可以将所有步骤倒过去， 得到如 必+ 
6 sin 0 是一个常向量于是，£ • ci = cos ^= 常数， 

b . 从部分 a 的论证中直接得出 ， f • “ =常数蕴涵 n • a = 0; 而后一条件意味着》平行于与 
a 垂直的一张 平面. 反之，若 n • fl = 0， 则(山 / A ) • a = 0; 因此 ， f • a = 常数 • 
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c. 从部分 ^ 的论证中得出，〖•^二常数蕴涵/^^二常数.反之，若 = 常数，微分以 
后我们就发现 w • a = 0 . 

18, a. 用弧长 > 作参数表示《并关于 s 微分 S = a 十 得到 


d a 
ds 


( 1 — rfe ) / + rn — rrh 


由于 c / a / 心与 cr 相切 ， a / ds ) • w 二 0; 因此 ， r = 0. 

b . 用弧长 . s •作参数表示 a . 用丨和 Z 表示 J 的弧长和单位切向量. 


( ds / ds ), 我们得到 

4 

因此，？ • 7=常数 = COS 0. 


♦(t •一 t 、 

as 




ds as 


于是，利用 S = a + r 〃， 我们有 


COS^ = t 


da ds 

ds ds 


/Jc 

宇 （1 一 4) 

d $ 


因为 c/ t/ds^= (d t/d s) 


从这两个关系导出 


sind \ = \ t f \ t 


Ts at + rnf) A ， 



ds 

= 

d^ rr 


1 — rk 本私 B 

- = 常数 =— 

rr r 

于是，置?*=焱，最后可得 A 々 + Br = l . 

反之，设最后 一 个关系式成立，置 A == r ，并定义 a = a + n 
我们得到 



ds 


(1 — rk)t 一 rrh = z(Bt — rb ) 


于是，再利用这个关系式， 


于是 ， a 的单位切向量 f M ( Bt - rb )/^ B 1 2 - i - r z = t . 由此导出 d t / ds = ( ( ~ rr )/^ B 2 + r z ) n . 

因而， n (， s ) = ± n (;0， 而且 a 与 or 在 s 处的主法线重合.因此， a 是 Bertrand 曲线. 

c . 假设存在两条不同的 Bertrand 侣线 a=a + rn , a = a + m , 根据 b 存在常数 Ci 和 C 2 使 

得 1— 3=0(^)， l_k = C 2 ( a ). 明显地， C ,^ C 2 . 微分这些表达式，我们分别得到 〆 = 
TC x , k f = zC 2 . 这蕴涵 〆 = / = ()• 利用曲线局部理论的基本定理中唯一性部分，容易看出圆 
柱螺旋线是唯一的这种曲线. 



1. 假定5 = 0，并考察在附近的规范形式.由条件1， P 必须是形如2： = C ： y 或 ： y =0. 
平面: y =0 是从切面，因而不满足条件 2. 注意到如果 U 丨充分小，则 〆 5)>0，且 z (. s ) 与 a . 有 
相同的符号 • 根据条件2, C = z /： y 既是正的又是负的_于是， P 是平面 2=0. 

2. a . 在 , v = 0 的一个邻域内，考察 a Q ) = Ub )，^(5), zG )) 的规范 形式. 设虹+幼+以 
= 0是通过 cr (0)， a (0 十心）， ff (0 + A 2 ) 的平面.定义函数 F ( a ) = a : r ⑴ +6 j ( a )+ t ， z (:0 并注意到 
F ( 0 ) = F ( h l )= F ( h 2 )^ 0 . 利用规范形式去证明 〆 （()）=«， ^(0)=6^. 利用中值定理去证明 
当 / h ，0时， a — 0， 6—0. 于是，当心， / i 2 —►() 时，平面 a : r 十心+广之二。趋向于平面 J 2： = 
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0,即趋向于密切平面. 


I. 不存在.可用等周不等式 . 

2_设 S ' 是圆， M 是 S ' 的一条弦，且由 A 和 S 在^上决定的两条弧 a 和/3中的一条，比 
方说《，有长度 Z . 考察由 )3 和 C 组成的分段 C 1 闭曲线（见定理1后面的注 2). 设沒固定，而 C 
在所有连接 A 和 B 并具长度/的曲线族中 变动. 由分段 C 1 曲线的等周不等式，这个曲线族中 
围，成最大面积的曲线是 S '. 由于#是固定的，因此圆弧 a 就是我们的问题的解， 

4. 选择坐标系，使得坐标中心 O 在夕点，且 * r 轴和^轴分别按照/>点的切向量和法向量 
来定向 • 用弧长作参数来表示 C ， aU ) = U ( A >， ^( 5 )),并假定 a (0)= f . 考察（有限项的） 
Taylor 展开式 

a(、0 = a(0)-ha’ （ 0)5 + a 〃 (0) R 

L 

这里 limK //=0. 设 々是 a 在 a =0 的曲率，可得 
.^0 

% 

♦ 

Jo(s) = 5 + 9 y(s} =± + i ?， 

这里 = 仏）且符号依赖于《的定向.于是， 

I k | -Jim 2 1 '⑴ I = lim^ 

J^O 5 il-*0 Cl 

5 •设 O 是圆盘 D 的中心 • 通过一族同心圆将 D 的边界收缩，直到它与曲线 C 相交于逆 
点- 应用习题4去证明 C 在/>的曲率 t 满足丨 Al > l / r . 

8. 由于 a 是简单曲线，由切线回转定理我们有 

kis^ds = 6(1) — 6(0) = 2% 

J 0 

s 

因为々(5)^0我们得到 

2 兀 = k(s)ds ^ c ds = cl 
Jo Jo 

9 , 由 Jordan 曲线定理， 一 条简单闭曲线 C 围成一个集 iC . 如果 1 C 不是凸的，就有点夕， 

< 76K ， 使得线段;^包含不属于 iC 的点，且元与 C 相交于一点 r ， r 关 p ， q . 利用在四顶点定理 

的证明中间给出的论证方法，证明由夕和 g 决定的直线 L 与 C 在点多，… r 相切，且线段元 
包含在 CC 7 K 中，这是一个矛盾. 

II. 注意， H 所围的面积大于或等于 C 所围的面积，而 H 的长度小于或等于 C 的长度. 

通过一族平行于 / f 的曲线（习题 6) 扩张 H ， 直，到它的长度达到 C 的长度 • 由于在这个过程中， 

面积或是保持不变或是进一步增大，我们就得到一条与 C 长度相等但所围面积大于或等于 C 
的面积的凸曲线 

12. Ml = Io (J, d p) dd ^Y 

== dp ^dd — 2 tz 
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(见图 1-40). 
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2 . 2 


5_不是. I 不是 1. 1的. 

11. b . 为了证明： r 是 1.1 的，注意从 z 可以得到士由于 coshv >0， 因此 m 的符号与 : r 
的符号相同.于是， sirihu (因此是确定的. 

晒 

13. x( u , v) = (sinhwcos^), sinhwsinu ， coshv). 

15. 在连接 MO = (0， 0 ， n 和 gU )-=( a ， ；， 0) 的直线的方程： rAi =^/ r = — U — 中消 

去 t . 


17. c . 将命题 3 推广到平面曲线并利用例 5 中的论证. 

18. 第一部分使用反函数定理.为决定 F ， 置“== 〆 ， v = tan ( p , tt - = tan 2 /9. 记^^/(卜 0) 
cosp ， y ^ f ( p , 0) siny ， 这里/是待定的.于是， 

x 2 y 2 + z 2 = f + z 2 = p 2 , ^ = tan 2 9 

r z 


由此导出 f = pcosd , z ^ p ^ ind . 因此, 


F (u ^ v ^ rv ) 




\[u 


V 




v lew 


%/(1 + u ») (1 +) V (1 + 加 ） （1 + v 2 ) 


19 -不是. 对 C ， 注意在垂直的弧上的点在 f 中没有邻域能写成一个可微函数的图.同样 
的论证也适用于 S . 


2.3 


1. 由于 A 2 是恒等变换，所以 A = A _\ 

5. d 是下面的函数 i 在 s 上的 限制： 

_ 

% 

d(x,y,z) = {(x — x 0 ) 2 (y — yo) 2 + (z — z 0 ) 2 } l/2 

I 

(x^y^z) ^ (x 0 ,y 0 »2： 0 ) 

& 如果 /»= ( x ， y ， z ) ，则 1^(/0 落在直线 ^(^ r ， O ， s :) ， £>0 与 H 的交中 • 


FCp) 


V ^ r + y 2 ^ jo 2 +：y〆 


设 u 是去掉 z 轴的 R 3 . 那么，如上定义的 F : UCIR 3 4: X 3 是可微的. 


于是， 


13•如果/是这样的一种限制，则/是可微的（例 1), 为了证明它的逆，设: r : L 7- R 3 是 5 
在 P 附 1 近的一个参数表示 • 如同命题 1- 中一样，’延拓 I 成为 F : C 7 XR -^ R 3 . 设 W 是 > 在 R 3 
中的一个邻域使得在 W 上 F — 1 是一个微分同胚.、用 g ( q 、= fax 。穴。 F - Wg )， 来定义 
。 灰一又，其中 u UXR — LJ 是自然 投影. 那么， g 是可微的，而且限制 g| wns = /. 

16 -作为可微映照的复合 F 在 S 2 —{ iV } 上是可微的 • 为了证明 F 在 N 也是可微的，考察 
从南极点5=(0，0， 一1) 所作的球极投影 W ， 并置。 F 。 Ttr 1 : C—C (当然，我们已将 
平面 Z = 1与 C 等同起来） • 然后证明❿。 TCr 1 : C — {0}— C 是由 7 T / V 。 tC 1 (^)=4/ 〔给出的.从 
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而得到 


因此，<3在 （= 0 是可微的. 


Q (0 






于是， F = k 7 1 。 Q 。 tt s 在 N 是可微的. 


2.4 


L 设 cr (’） = (: r ( f ) ， y ( t ) ， z ( O ) 是曲面上在 r = 0 时通过九= ( j ：。 ， jy 。 ， 2 。） 的曲线.于是, 
fixit ), y ( t ), 因此， / x x / (0)+/^'(0)+/ = z / (0)=0, 这里所有的导数都在扒处 

计算.这意味着 A > 处的所有切向量都垂直于向量 ( A ， /；， /,), 因此，就得所需要的方程. 

4 •用 / 表示 /( ： yAr) 关于的导数 . 则 ^ r = /— (3 ； / 工 ）/% z y = f • 于是，在（工 0, 

: yo ) 处的切平面方程是 z ^ x 0 f +( f —( y 0 / x 0 ) f f )(x — j ： 0 ) + f ( y ~ y 0 ^ ^ 其中的函数都是在（: r 0 ， 
yo ) 处计算的，由此导出，若 1 = 0 ， 3 ;:== 0 ，则 2 ： ：== 0 . 

12. 对于正交性，比方说，考虑前面的两个曲面.它们的法向量平行于向量 （2 x — a ， 23 ；， 
2 z )，(2 x , 2 y — b , 2 z ), 在这两个曲面的交集上 ax = 6： y ， 因而，在这两个向量的内积中利用 
这一关系就可证明这个内积等于 0. 

13. a , 设 cr ( Z ) 是5上满足 cr (0) = ， c /(0) = tt ; 的曲线 • 那么， 


dfp(iv) = ^(<aU) — p 0 ^a(t) 


Po ) l/z ) L 


o 


(w t p~ p 0 ) 

p-po\ 


由此得出，当且仅当对所有的 W eT ；( S ) 成立 ( u ；， 夕一/>。）=‘0时， fi 是 f 的一个临界点. 


14. »•/(£) 在区间 （一 oo ， C) 中是连续的， lim f ( O =0 9 lim /(/) = + oo 4 于是，对某个 

66(— oo ， c )， /(^) = 1.类似地可找到实根 6)， t 3 €( b , a ). 

b . 两曲面 /Xfi ) = 1 和 /( f 2 ) 1 是正交的条件为 

fAt l ) fAt 2 ) + f y UOf y ( t 2 )+ fAt l ) fAt 2) = 0 , 

这个条件可化为 


---1- z _I_ ± _ = 0 

(a — t } )(a — t 2 ) ib~ t\)(b ^ t 2 ) (c — t x ) (c - t 2 ) 

而上式可从和 fit } ) — yx ^2) = o 导出. 

17 - 由于每一曲面局部上都是一个可微函数的图，所以在 p 的一个邻域内， Sl 由/( X ， ： y ， 

幻=0给定，&由发(文， y ， z )=0 给定； 这里0是可微函数/和贫的一个正则值 • 在户的这个 

邻域内， hfU 是作为映照 R 3 — R 2 : F ( g ) = (/( 9 ) t g ( 9 )) 在（0， 0) 的原象给出的.由于 

^ 和&是 横截相交的，因‘法向量（人，/,， A ) 和（心，仏， A ) 是线性独立的.于是， （0, 
0) 是 F 的正则值而〜门&是一条正则曲线（参见 2. 2习题 17). 

20. 在 （ x Q ， >， ％)处的切平面的方程是 

•3^0 . yyo , 2x 0 _ , 

7十— 1 

过 O 且垂直于切平面的直线由下式给定 

oca 1 _ yb^ = zc^_ 

工 o 3^o 之 o w 
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由最后一个表达式，我们得到 

x 2 a 2 /6 2 ^c 2 a 2 x z +b 2 y z ^c 2 z 2 

xr 0 yyo zz Q xr 0 +xy 0 + 2 ^ 0 

由同一表达式并顾及椭球面的方程，我们得到 

^ojcq __ yyo = zz 0 ^ xjc 0 + : yyo + 饮 o 

— ylW ~ 47? - 1 

再从同一表达式并利用切平面的方程，我们得到 

X 2 _ y z __ z 2 = x z + y 2 + Z 2 
(x 0 x)/a 2 (yoy)/b 2 (z 0 z)/c 2 1 

后面三个方程式的右边部分是相等的，因此就得到所断言的方程. 

21. 模仿第2章附录中命题9的证明. 

22. 设 r 是与 S 的法线相交的那条直线，并设 p 6 S . 包含 f 和 r 的平面匕也包含 S 在 
APIS 上的点处的所有法线.考虑通过夕且垂直于 r 的一个平面 P 2 , 由于过/>的法线与 r 相 
交，因此 P 2 横截于 T / S ); 因此， P 2 flS 在户 的一个邻域内是一条正则平面曲线 C (参见 2.4 
习题 17). 更进一步，广门尺垂直于了 〆 S ) flP 2; 因此，广门朽垂直于 C , 由此得出 C 的所 
有法线都通过一固定点9 =「门户 2; 从而， C 被包含在一个圆周上（参见 1.5 习题 4). 于是，每 
一点/ >€ S 都有一个邻域属于某个以 r 为轴的旋转曲面.在连通性， s 属于这些曲面中确定的 
—个. 

2.5 


8. 由于 3E/a\；=0, 只是 w 的函数.置^= #«. 类似地， G = G(u)*R 是I；的 

« 

函数，可置 ^/Gdv. 于是， m 和 u 度量了沿坐标曲线的弧长，因此 E=G==1，F=cos0. 

% 

9. 用弧长将生成曲线参数化. 

3.2 ' 

13. 由于密切平面与 N 垂直， N f = zn , 因此， r 2 = | N ； | 2 =^cos^+^sin 2 0, 这里0是 

6与曲线的切线的夹角 • 由于是渐近方向，我们得到 cos 2 <9和 sin 2 <9是I 和的函数，将它们 
代人上面的表达式就得到 r 2 = _Aj 2 . 

14. 置及我们有 

» 

Ai — A 2 1= * I ( n 9 N x ) N 2 — < n , N 2 >Ni \ = y/Jj -hXl — 2 AiA 2 cos ^ 

另 一 * 方面， 

I sin0 |-| N, A N 2 | = | n A (N t 八 iV 2 ) | = | <7z,N 2 >N, - ( n ， N ') N 2 \ 
l 6 •用一个包含环面的轴的平面去截这个环面并利用习题 15. 

18. 利用下面的事实，即如果 0=2ic/m， 则 ^ 

(j(6) — 1 + cos 2 0 + … ~h cos 2 (m — 1)0 = 导 

这一事实可利用下列两点加以证明 ，即 
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< yi &) 


M 

(s 


2 ud 


2i7Ti 1 ) 


-< 


以及在求和符号下的表达式正好是一个几何级数的和，它给出 


sin (2 md — d } 

sin 0 


-1 


19. a . 将 f 和 / i 用主方向构成的基>表示出来，并计算 WNU ), /0. 
b . 微分 cos 0= < N ， w > ，利用 c /_/ V(G = — ^ + r s /i ，并注意 < N ， b 、= { h ， N ) = sin ^, 这里 
6 是从法向量. 

20 •设 S , ， S 2 和 S 3 是过 p 的曲面.证明 C ,= S 2 门5 3 关于 S 2 和 S 3 的测地挠率 相等； 其 
值用 n 表示. 类似地， n 表示 Qs & nSs 的测地挠率， n 表示 SflSa 的测地挠率.利用~ 
的定义 证明： 由于 c t ， C 2 ， C 3 是两两正交的，因此 n + n ^ O ， r 2 +1*3=0， r 3 + ri = 0,由此 
得出 ri = r 2 = r 3 "=0_ 


3.3 

2. 渐近 曲线 ： W = 常数， v = 常数.曲 率线: 


log ( T；+vV + c 2 ) 士 W =常数 
3 .M + Z ；= 常数 . M —1；= 常数. 


6. a . 取直线 r 为 2 轴, r 的^条垂线为 O ： 轴，我们有 

/ 一 X 1 

z =- 

X 

Sx = sin 5, 我们得到 

zid) = ~r ^dd = log tan I + cos^ + C 

J sm ^ 2 

如果 z ( tc /2)=0， 则 C=0, 


8 - a . 如果 X = 兄和 兄是满足接触定义的参数表示，那么断言显然是真的，如果 X 


和 X 是任意的， 考察 X = X } 。 k , 这里 / i 是坐标 变捧. 由此得出 f 。 X = f 。。 h 的偏导数 


是/。兄的偏导数的线性组合，因此，随着后者等于零它们也等 于零. 

b . 引人参数表示 X (* r ， y ) = ( x * y 9 fix ， ： y )) 和 X (: r ， y ) = ( x , y , : y ))， 并定义 

函数 ACr ，> z ) = / Cr ， ： y)—t 注意 k 。 X = 0 及 h 。 X = f — J - 从 a ， 应用函数 A 就可得出 
/—7 有阶数 <2 且在 (0, 0) 处等于零的偏导数. 

d . 由于阶数>2的接触蕴涵阶数>1的接触，因此这个抛物面通过/!且在点与曲面相 
切. 取平面丁 〆 S ) 为平面，则抛物面的方程变成 

1 

I 

/(J ： 9 y) = ax 1 + 2bxy + cy 2 + dx + ey 


设 y) 是曲面在平面 T,(S) 上的新表示，利用部分 6, 我们得到 3 = ^ = 0, 

t 

^ c = ^fyy* 
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15. 如果存在这样的例子，那么局部地它可写成 z = /(: r ，： y )， 而/(0, 0)=0， / f (0， 0)= 

/ v (0, 0)-0, 所给的条件要求在（0, 0 ) 处关 0 并且/当且仅当（: T ， 30 二 
(0， 0) 时成立. ' 

作为尝试， 置 f (工， y )= a ( jo )^ j 3( y )^ xy 9 这里 〆 : r ) 只是 i 的函数，只是；的函数. 
我们证明 = COSX , (3 yy = cosy 满足上面的 条件. 由此得出 

f ( jc ^ y ) = cosx + cos ^ + xy — 2 

就是一个这样的例子. 

16. 取一个包含这个曲面的球面然后连续地减少它的 半径. 研究球面第一次碰到这曲面的 
那些点处的法截线. 

19. 证明双曲面包含两个单参数的直线族，族中直线都必定是渐近线.为了找出这种直线 
族，将双曲面的方程写成 

(x + z ) (x — z ) — (1— jy )( l + y ) 

并证明：对每 一 个々# 0 ，直线 J ： + 2 ： = A ( l +； y ) ， J ： 二 2 ：=( 1 /々 ）（1 — 3O 属于曲面 4 

20. 注意，对某个函数/成立（: r / a 2 , y / b \ z / c 2 )= fN , 并且对曲面上每一条曲线 
( x ( Z )， 〆 £)， HO )， 脐点满足方程 


d ( fN ) 

dt 



假定2关0,用 z / c 2 乘这个方程然后消去 z 和 dz / 冶(注意此方程对曲面上的每一个切向量都成 
立）.于是就可找到四个脐点，即 


3 ^ = 0, x 2 = a z 


a 2 ~ b 2 



b 2 ~ c 2 


若 z = o , 则并不能得到任何新的脐点. 

21. a . 设 c / AKx ；〗）= aA+6 *lt 2 ， dN ( v z )= cv } -\~ dv 2 . 直接计算得到 


( difiNXiv ,) A d ( fN )( v 2 ), fN ) = fdet ( dN ) 
b ， 证明 / iV =(: rA 2 2 ， y / b \ z / c 2 )= W ， 并注意 


difN )( vi } = ■，告 ，&) ，这里 m = ( a , ，爲 ， y ,) “’ = 1,2 

选择 A 使得 tM A R = N ， 就可得到 


• <d(fNHvO A df(NHv 2 ) f fN) = %， 2 X 2 〉 -4 

aW / 

这里 X =( x , 之).于是， < W ， X > = 1. 

24. d . 在 R 3 中选择一坐标系使得点 />€ S 为原点 O ， ： r ： y 平面与 7%( S ) 重合， z 轴的正向与 

S 在点的定向相同.进一步，在 T / S ) 中取 I 和^轴与 p 点的主方向一致.如果 V充分小， 
则它可表示为下面的可微函数的图， 

z = f(x,y) Ajo,y) 6 D d R 2 

这里 D 是 R 2 中的开圆盘，且 ， 

广（0,0) = / v (0,0) =人，（0,0) = 0,/^(0,0) - W，. v (0,0) =怂 
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不失一般性，我们可假定在 D 上々 2 >0,并设法证明在0上/(^，^)>0, 

1 

假定对某个(5,孓） eD ， fGc ， ^)<0. 考察函数 = 孓， ty ), 由于 

/4(0)=0，存在 q ， 使得 a ' Ugxo . 设久= (6；^， r ，？，并考 

虑 V 关于在 h 处的切平面 7^( S ) 的高度函数限制于曲线 = f ( tx , ty )) 

时，高度函数是心⑴⑴ 一 仏， N ')， 这里 iV , 是/处的单位法向量.于是， 

N ') ， 且在 r = 处， 

I 

, hx (t x ) = ((0, 0, ho(t { )> , ( — /“/> 】），一 /_ v (/ >i) ， 1)> =/io(/, )<0 

但是) =〈/(&)， N 。， 除了一个正因子外，是处在，（^)方向上的法曲率.这是 
一个矛盾. 

， 

_ 

3.4 

% 

10. c . 将问题化为这样一个事实，即如果 A 是无理数，取遍整数，则集合 { Am + M 
在实直线中 稠密. 为了证明这一事实，仅须证明集合 {Am + 幻 有任意小的正元素.假如不是这 
样，设法证明 Um + n } 的正元素的下确界仍属于 Um + W }， 从而得到一个矛盾. 

11- 考察比的轨线的集合 { a ,，— 要求％ (0) = p , 并置 1 = (7 山. 由唯一性，极大的 
轨线 cr : L 7 可用 a (?) ， ret 来定义 • ， ‘ 

12•对任一 g 6 S ， 存在 g 的一个邻域 L 7 和区间（一 e ， e ) ， e >0, 使得 a (0) = g 的轨线 a ( z ) 
在 （_ e ， e ) 中是有定 义的. 由紧致性，可以用有限个这样的邻域覆盖 S . 设 e 。 是相应的 e 值的 
最小值 • 如果 a ( z ) 对有定义而对没有定义，则取 4) 而1 /。一/! \ < tj 2 . 考察 
W 的满足的轨线 0(0, 得到矛盾. . 

42 

t 

3. 必要性部分的证明是直 接的. 为了证明充分性的部分，设 pes ， ver / s ), v 关 o .考 

察曲线 cr : (― e ， e ) — S ， « 7 (0)=^我们断言：丨 ^(^(6)) 1 = |^(0) | . 否则，比方说 

I d < p p ( a (0)) I > I a (0) | ,从而在0的一个含在 (一 e , e ) 中的邻域 J 内，我们有丨 d < p p ( aU )) \ 

> t ait ) I . 这意味着《(/)的长度大于 9 。以/)的长度，这是一矛盾， . 

6. 在& 的一个邻域内用弧长 s 作为 a 的参数.在平面中作一曲线具曲率 A = 然后应 

用习题 5. ， 

8. 置0=(0，0，0)， G ( O ) = p 0 , G ( p )- p 0 ^ F ( p ). 于是，映照 F : X 3 — R 3 满足 F ( O ) 

= 0且 | F ( fi ) | = | G ( p )~ G (0) I = \ pj . 这说明 F 保持 R 3 的 内积. 于是，它将塞 

{(1,0,0) (0,1,0) - / 2 , (0,0,1) =/ 3 } 

映成一个标准正交基，而且若哕= ;=1，2, 3，则因此， F 是线 

性的. 

11. a . 由于 F 是保持距离不变的，而且一条可微分曲线的弧长是它的内接多边形的边长的 
极限，因此 F 在 S 上的限制 F | S 保持 S 中曲线的弧长不变. 

c . 考察平面上的一块开带形到去掉一条母线的圆柱上的等距. 
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12. F (： r ， y ， z ) = ( x ， 一 > 在 C 上的限制是 C 的一个等距（参见习题 11)， 它的不动 
点是 （1, 0， 0) 和（一1，0， 0). 

17.斜驶线与球面的经线交成固定角.在 Mercator 投影（见习题 16) 下，经线变成平面上 
的平行直线.由于 Mercator 投影是共形的，因此斜驶线也变成直线.于是，球面上的那个三 
角形的内角和，等于一个平面直线三角形的内角和. 

I 

4. 4 

6. 利用这个事实，即测地曲率的绝对值等于普通曲率在切平面上的投影的绝^值. 

8. 利用习题1的部分 b 及 3. 2的命题 5. 

A 

9. 利用经线是测地线及平行移动保持角度的性质， 

10* 应用关系式 M + H = P & = Meus n iei ■定理于投影柱面. 

12. 将 P 6 S 的一个邻域用参数表示，.使得两族测地线成为坐标曲经 (3.4 推论 1). 证明这 

意味着 F =0, E v = 0 二 G u , 再作一参数变换使得 P = E = G =1. 

13. 在 T ,( S ) 中固定两个正交单位向量和然后将它们平行移动到 V 的每一 

点.于是得到两个可微的正交单位向量场.将 V 用参数表示，使得这些向量的方向与坐标曲 
线相切，因此它们是测地线.应用习题 12. 、 

16.将的一个邻域用参数表示，使得曲率线是坐标曲线而常数是渐近曲线.由 
此得出6 = 0,•从 Mainardi - Codaai 方程可断言 = 这蕴涵常数的测地曲率 是零. 观察 
环面的上半部的平行环可以得到所需的例子. 

18* 利用 Clairaut 关系（参见例 5). 

1 9 , 在方程 U ) 中，将 Christoffel 符号用它们作为£：， F 和 G 的函数的值代去，并微分第 
一 基本形式的表达式： 

1 = E(i/) 2 +2F«V+G(W 

20. 利用 Clairaut 关系. 

♦ 

4.5 

4. b . 注意映照: z =(5) 3 给出了一个从球面工 2 +y + s : 2 = l 到曲面 G ) 2 + 
G ) 4 + ( z ) 6 = l 上的同胚. 

6- a . 限制 1；于曲线 a (^) = ( cos £， sim )， ^6 [0, 27 t ]. tKO 与 ： r 轴的夹角是 于是， 2 kjT 

= 2 jr ; 因此， 1=1. 

d . 将 u 限制于曲线 ci U ) = ( cosf ， sinO ， i G [0, 2 tc ]， 我们得到幻 （/) = ( cos 2 f — sin 2 r ， 
— 2 costsint ) = ( cos 2 f , — sin 20. 于是， J =—2_ 

4.6 

8 - m P ， ⑴ 是测地极坐标系，使得它的极点是△的一个顶点，而△的一条边对应于 
设其佘的两边由0=%和^=/!(们给定 • 由于对应于极点的那个顶点不属于坐标邻域，因此取 
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个环绕极点的半径为 e 的小圆.于是 






K^Gdpdd 




0 


dd (lim 

c-^O, 


w ) 


r 


K ^Gdp) 


注意 /C #=一（#)„及 = 括弧里的极限就由下式给出 


€ — 0 


1— 3 { ^{ h { d ), d ) 


3 


P 


利用习题7,我们得到 


KVGdpdd 


% 


0 


dd — 


% 


3 


dtp ~ — (7T — az — a \) — 


7C 


12. c . 对 K =0， 问题是平 凡的. 对 K >0， 利用部分 b . 对 K <0， 考虑伪球面的一个用极 
坐标(…仍作参数表示的坐标邻域 V (参见 3.3 习题6部分 b )， 亦即， E - l , F = 0, G = 
sinh 2 p. 计算 V 的测地线，为方便计，作一坐标变换 tanh ^ c ^ l / u ；， 户 句， 0=0, 结果有 



F = 0 


4 


r\ 


2 zu 


w 2 — 1 


r) 


XV 


2 


w 2 一 1 


r l Z2 = XV 


而其余的 Christoffel 符号等于零.由此导出非径向测地线满足方程 （ d 2 议， A ^)+ zi ；==0， 这里 
比=如（0〉.于是， vu = Acosd -\- Bsin8 ; BP 


因此，由 


Atanhpcos 汐 + Btanh 户 sin0= 1 


f = tanh^cos 没，々 = tanh^sin^t (f ^ R 2 

给出的从 V 到 3 R 2 的映照是一个测地映照. 

13 - b - 定义 X = f _1 : 〆 [；)匚] R 2 — S . 设 v = v(«)ji U 中的一条测地线.由于 9 是—个测 
地映照及 R 2 的测地线是直线，因此 _ 2 t ； A /« 2 eO . 将此条件代到部分里就可得到所要的结果. 
c _ 方程 （ a ) 可利用部分 b 从 4. 3的方程 （5) 中 得到. 从4..3的方程 （5 a ) 及部分 b 我们有 

KF = (r| 2 ) a -2(H 2 ) v + n 2 rj 2 

在上面的表达式中交换《和1；然后减去所得的式子，我们得到 （ r ! 2 )„ = ( Ji 2 ) v ， 由此得到方程 
( b ). 最后，方程 （ c ) 和 （ d ) 可分别从方程 （ a ) 和 （ b ) 利用交换《和^的方法得到 • 

d . 将方法 （ a ) 关于 Z ；， 方程 （ b ) 关于《求导，并将所得结果相减，我们得到 

EK V - FK, =~ K(£ w -F w ) + K (- + £T} 2 ) 

利用 it 的值，上面的表达式就给出 

EK V ~FK U =-K(E v ~FJ + K(E v -F u ) = 0 

，类似地，从方程 （ C ) 和 （ d ) 我们得到 FK V — GK b ，0, 由此 K „ = K „ = 0. 


4. 



1. 在 T _( S ) 取一标准正交基 { ei ， e 2 } 并将^和^沿着 a 作平行移动，结果在每 — 7； ⑴ 
( S ) 得到一个标准正交基 {& (;)， e 2 ( t )}. 置 w ( a (£)) =叫 U ) e 丨 （ O +奶 (/)_ 则 = 
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W (0 )q + zv ' 2 ( 0 ) e 2 而等式右端是 7^( S ) 中曲线％ ( Oe x + tu 2 (纟) e 2 在/-0处的速度 向量. 

2* b . 证明如果（^， ？ 2 ) CZI 是小区间且不包含的角点”，则 a ((~， Z 2 )) 的切向量场能延 
拓成在 《((/,, G )) 的一个邻域内的向量场: y . 于是，将 r 和 w 限制于《，性质3成为 

Du 

~di 

这蕴涵在 a I (^，/ 2 ) j 上的平行移动是一个等距.由紧致性，这能延拓到整个 L 反之，假定 

j 

平行移动是一个等距 • 设《是^通过点/的轨道.将^和 w 限制于 a . 像在习题1的解答 
中那样选取标准正交基 {q (/) ， (/)} ，并置 v ( t ) ^ v ^ e } J rv 2 e 2 ^ w ( t ) — VU ] e x + tt ^ 2 . 则性质 3 
成为“乘积求导法 则”： 







dv { 

1 j 丁见 



S 


V 


dwi 

dt 


1，2 


C . 设 D 已给定，并选取一正交参数表示 * r ( w ， V ).设: JC „+： y 2 : r 。 ， vu = - wxjc u + iv 2 ^ 


从性质1， 2 和 3 得出是由 D Su jc v , 决 定的. 置 D % 

D r x , > = A l 22 x u + A 2 22 x v . 由性质 3 可以得到与满足同样的方程（参见 

4.3 方程 （2)). 于是， A^.-rt ,这就证明了 D ， 与“取普通导数然后投影到切平面上”的运算 
相同. 

3. a . 注意 


dx, !un (1,0) = = ~y(.v,a(^) ,v(t) I v=0 = v(t) 

\ o s /,=o as 

dx (0 , t) (0,1) = j = a it) 

匕 利用 x 是一个局部微分同胚因而可用一族 x 在其上都是一对一的开区间去覆盖紧致集 
I . 再用 Heine - Borel 定理和此覆盖的 Lebegue 数（参见 2. 7) 将结果整体化. 

c . 为了证明 F =0, 我们计算（参见习题2的性质 4) 

d p _ d _ I d x 3 x \ = / _ D _ 9 x \ 

ds ds \ d s 9 t I \ 9 s 9 s ^ 9 t I 


{ I 3x D 3x \ = / d x D a,x \ 

\ 3 S’ d S d t I \ d S ’ d t d S I 

这里已利用向量场 Jx /35 沿着£ =常数是平行的.由于 


r, _ d I 9 x d x \ 0 / D d x d x \ 

Q - Tt \ i s ，丁 s ) = 2 [ T~ t 丁 S ， J~ S ) . 

F 与 s 无关.但 F (0, 0=0，因此我们有 F =0_ • 

d . 这里 F =0 这个事实的结果， 

4. a . 应用 Schwarz 不等式， 

(fgdt ) < fdt^g 2 dt 

其中 / =1 ^ g = I da/dt I * 

5. a . 注意到 £ U )= /( 3 w/a w ) 2 + G ( y (* y ， r )，!；）} 办，我们得到（为方便计，记 yCu , Z ) 
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uivi t )) 


E f { t ) 


d u d 


2 


U 


d v d V d 





3 u 


dv 


由于对 r = 0， du / dv ^0 K 3 G / du =0, 我们已经证明了第一 部分. 进一步 


E 〃⑴ 


3 2 u 


d v d t 


, 2 3 u 9 d u 
d v 3 v 3 2 1 




3 G 

d U 


U 


dv 


因此，利用 = — 2 K 并注意到对 （ = 0, 冗 =1 . 我们得到 


E/ '(°) = 2 {: KS ) 2 —〜卜 

6. b. 选取 e>0 和 R 3 =)S 中的坐标使得〆户， e)=g. 考察点（尸， £ )=r 0 , (p, e + 27rsin/?) = 
r: ，…，（… e + 2 k * sin/3) = r^ 取 e 充分小，我们 看到： 如果 27i^sinj3<7r (图 4-49) ， 则直线段 

^，…，^属于 K 由于炉 是局部等距，这些线段的象将是连结 g 与 g 的测地线，它们显然 
在 g 处有角点（图4-49〉. 

4 

C. 必须证明每一条测地线 y: [0， Z]-^S, y(0) = y(/)=< ? , 是部分 b 中提及的直线段^，…， 

I 

^中的一条在$下的象 • 对于 r 。 的某个邻域 L/CZV ， 限制是 等距. 于是- 1 。7是从 
r。 出发的射线 L 上的一个线段 • 由于〆 jL ) 是与 y([0, Z]) 在一个开区间上重合的一条测地线， 
因此它在 y 有定义的范围与 y 重合. 由于 y(Z)=g ， 因此 L 通过点集 r f ， / = 1，…，々，中的一 

点，比*方说 r,， 于是 y 是的象. ^ 


5.2 


3. a . 利用关系式/ == — fC 9 去得到 （/ 2 + K ^)' = KV 2 . 将后一式的两边积分并利用题中 
的边界条件 • 

I 

5.3 

5. 假定关于 d 的每一 Cauchy 序列都 收敛. 设 y ( s ) 是用弧长作参数的测地线，用反证法， 
假设 y (.0 对 s <0。 有定义但对 5 =知无定义.取一序列{心}—‘于是，给定 e > 0 , 存在％，使 
得若 n ， 7 W > n 。， 则 I 5„—5 m I <£. 因而， 

^ I 5 n — S m ! <c e 

{ y ( h )} 是关于 d 的一个 Cauchy 序列.设 { y (0 }—/>。 G S ， 并设 W 是/>。的一个象在 4. 7 中由 

命题1那样给出的邻域. 若 m ， «充分大，则连结 y ( h ) 和 y ( t ) 的小测地线明显地与 y 重合. 
于是， y 能被延拓通过/>。，矛盾. 

反之，假设 S 是完备的， {/U 是 S 上的点组成紐关于 d 的一个 Cauchy 序列.由于 d 大于 
或等于欧氏距离 rf ， 所以{/)„}也是关于 d 的一个 Cauchy 序列.于是， {} 收敛于 P。G .用 
反证法，假定由于 Cauchy 序列是有界的，因此给定 e >0, 存在指标 n 。 使得对所有的 
化， 距离 cHp ”，/>„)<€. 由 Ho P f-Ri now 定理，有一极小测地线^ 连结夕⑹和么， 而 ％ 的 
长度 < e . 当„— oo 时， y n 趋向于一极小测地线 y ， y 的长度 < e . 将 y 用弧长 s 作参数.则因为 
A )^ S ， y 对 s = e 无定义，这与 5 的完备性矛盾. 
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6. 设是 . s 上的点的序列，使得 d (；>， pj —. 由于 S 是完备的， S 上有极小测地线 
y „ G ) (用弧长作参数）连结户 和么且 y „(0) = />. 单位向量集 〆 „(())在 T / S ) 的（紧致的）单位球 
面上有一极限点设 y (,0 = expyt ；， 5^0,于是， y (5) 是从 p 出发的一条射线.为证明这一 
点，注意对固定的&和充分大的 n , Umy „(5 0 )- y (5 0 ), 这里从测地线对初始条件的连续依赖 

性得出的.进一步，由于 d 是连续的，因此， 

limrf (/), y „( so )) = d ( p , y ( s 0 )) 

但是若 《 足够大， dip , y „(5 0 )) = 5 o . 于是， dip ， y ( s 0 )) = s 0 ， 所以 y 是一射线. 

8. 首先 证明： 若 d 和 c / 分别表示 S 和孓的内蕴距离， 则小 p ， q )^ cd (< p ( p ), < pCq '))， p ， 
q ^ S . 现在设 {/>„} 是 S 上的点关于 d 的 Cauchy ， 序列.由于刚才指明的事实，也是关 

于 d 的 Cauchy 序列 • 由于孓是完备的， { 9 ( p ri )}^< p ( Po ). 由于是连续的，扒•于 
是，关于 d 的每一 Cauchy 序列 收敛； 因此 S 是完备的（参见习题 5). 

9•妒是 1. 1的：用反证法，假定 / >i G Si 使得 <pi pi ) ^ < pip 2) = q * 由于 Si 是完备的， 

有极小测地线 y 连结久和由于^是鳥部等距， p 。 y 是一条连结 g 和 g 的长度与 y 相等的 
测地线.在？。7上任何不同于 g 的点能用两条测地线和 g 连结，这是一个矛盾. 

沪是到上的： 由于 P 是局部微分同胚， 卩 (&)(=& 是 S 2 中的一个开集.我们将证明9(&) 
在&中也是 闭的； 由于 S 2 是连通的，这将蕴涵 〆 SO = S 2 . 如果 〆 5 1 )在5 2 中不是 闭的； 则 
存在一序列{ 〆 />„)}， p n G Si ,使得{ 〆 />„)} 一 />。 $^?(Sl )• 于是， {^ Ai ) } 是 ) 中一个不收 
敛的 Cauchy 序列.由于 p 是 1.1 的局部等距，{/>„}是5 1 中不收敛的 Cauchy 序列，这与 S 〗 的 
完备性相矛盾， 

10. a . 由于 

差 ( A 。 (pit) — ， v) = {<p iO f v) — (gradh^v) 

和 基 (h 。 〆/)) = dhi<p{Oy — dh(gradh) = (gradh^gradh) 

我们令上面两个关系式中的最后一项相等，就得到结论丨 grad/i | <1. 
b . 假定 pU ) 对/<4有定义而对 f = ~ 无 定义. 则存在序列 { fd — i 。， 使得序列 4(^)} 不收; 
敛.如果仍和;1充分大，利用部分 a 我们得到 

rt m 

dicp{t m ) < I grad/iC^CO) \ dt ^ \ t m — t n 

J v 

这里 d 是 S 的内蕴 距离* 这蕴涵 { 〆 £„)} 是一个关于 d 不收敛的 Cauchy 序列，与 S 的完备性矛 

I 

盾. • 


5.4 

2. 假定 

♦ 

lim ( inf K ix ^ y )) = 2 C > 0 

r-*oo ^2^^2 

则存在 R >0, 使得若 (1， y )^ D 9 这 i 
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D= {U,y) e R 2 ； x 2 ^-y 2 <R 2 } 

就有 K(x ， y)>C. 于是，取圆盘 D 外的点，我们可得到任意大的圆盘，在这些圆盘上 K(:r ， 

蠡 

y)^C>0. 容易看出这是与 Bonnet 定理矛盾的 . 

5.5 

3. b. 假定 a>6 并在关系 （ *) 中置 s = 利用初始条件和在 [0, 6] 中 x/(6)<0 ， «(6)>0, 

㈣>0 的事实去推出矛盾 . 

0 

b . 由 [ mi / — 可得到 iZ / p ^ wVw ; 即， （ logv / Xtogw )' 现在，设 0<5 o ^5 ^a , 
并将最后一个不等式从知到 S 积分，得到 

logv(s) — log^(5 0 ) ^ logW(5) — logw(s 0 ) 

也就是说， V(5)/ W ( S )>T ； (5 0 )/u( So ). 下一步，注意 

及 0 -^0 UkSq ) %—0 W \Sq / 

于是，对一切 s6[(0 ， a) ， z ； (5)>m(s)]. 

6. 用反证法 . 假定对 s6(0, s a ] 都有 u(s) 关 0. 利用习题 3 部分 b 中的方程（ *)( 取芡 = 
L, ,— 5 0 ) ? 我们得到 

i 

(K — L)nvds + u(s 0 )v / (s 0 ) — w(0)t/(0) = 0 

Jo 

假定，比方说，在 (0, 知 ] 上 w(s)>0 ， v(s)<0. 则 t/( 0)<0, t/(s e )>0. 于是，在上面的和 
式中的第一项 >0, 而其余的两项 >0, 产生 矛盾 . 其余的情况可类似地处理 . 

8. 设 f 是沿 y 具性质 J(/)=0 的 Jacobi 场 J 的向量空间 . t 是 2 维向量空间 . 由于 y (/) 与 
y(0) 不是共轭点，因此，由 0(J)=J(O) 给出的线性映照 ^ 是 1.1 的，从而由于维 

数的原因是一个同构 . 于是，存在满足 J(0)= w 。 . 用同样的方法，存在一沿 y 的 Jacobi 

场 7 满足 7(0)=0, 7(/)=^. 所要求的 Jacobi 场由 / + 7 给出 . 

I 

5.6 

10. 设 [0, /]—S 是 s 上的一条简单闭测地线， x ； (o)e WS) 使得 | v(0 ) 丨 =1 ， 
幻 (0) ， 7(0)>=0, 取 t ； (0) 沿 y 的平行移动由于 S 是可定向的，因此汉 /) = z ； (0) 且 V 定 
义了一个沿 y 的可微向量场 . 注意， ■^ 是正交于 y 的且！ >1 ； / 心 =0, se^o 9 II 定义一个（端点 

♦ 9 

I 

自由的）变分 h [0 ， 1]X( —e ， e)—S 为 

, h(s f t) = exp^^tvis) 

验证： 对较小的 t ， 变分曲线 o 是闭曲线/将弧长的第二变分公式拓广到现在的 
情况并证明 


K(0) =— f Kds < 0 

Jo 

于是， y(s) 比所有的由较小的 r 比如 I H <s< e ， 决定的曲线都 要长 . 将参数〖变换成 
t/d, 我们就得到所要的同伦 . 
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提示与答案 


5. 


. 利用曲面上一曲线的测地挠率&的概念（参见 3. 2习题 19). 由于 


dd 

ds 




这是 coM =< iV ， 《>，以及曲线是闭的和光滑的，我们得到 


rds 


t K d s = 2nn 


这里„是一个整数 • 但是在球面上.所有的曲线都是曲率线.由于曲率线的特征是测地挠率等于 
零（参见 3.2 习题19)，我们有 


ids — 2izn 


由于球面上的每一条闭曲线都同伦于零，因此整数《显然是零 


5. 10 

7. 我们仅需 证明： 趋近于 R 2 + 边界的以弧长为参数的测地线 〆 5 )，对参数5的一切值都有 
定义 • 如果不是这样，就将有一条这样的测地线，它从一固定点九起只有有限长 A 但是对于 
中作为测地线的圆，我们有 


lim 

p dd 

唇 

> 

lim 

e cosddd 


$ 0 >n /2 sind 

0 ^^ 

c—0. 

9 0 >n/2 sin^ 


同样的事实对于尺 2 +中垂直方向的直线也成立. 

10. c _ 为了证明这度量是完备的，首先注意它优于又 2 上 的峡氏 度量.于是， t 如果一序列关 
于给定的度量是 Cauchy 序列，则它也是关于欧氏度量的 Cauchy 序列. 由于欧氏度量是完备 
的，因此这样的序列收敛_由此导出给定的度童也是完备的（参见 5.3 习题 1). 

















































































































































































































































































































































































